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ï INTRODUCTION. 






La Cinématique ou étude géométrique du mouvement 
a été conçue par Ampère et son enseignement a été inau- 
guré à la Sorbonne, en i838, par Poncelet. 

Au début, Poncelet n'avait en vue que la théorie 
géométrique des principaux organes de transmission de 
mouvement, mais, en i84i; il agrandissait le cercle des 
idées géométriques relatives au mouvement curviligne et 
introduisait dans la Science la notion fondamentale des 
accélérations géométriques. 

La Cinématique s'est enrichie, depuis cette époque, de 
nombreux travaux et son enseignement confié, dans ces 
dernières années, à de savants géomètres, MM. Picard et 
Poincaré, a pris une très grande extension. 

A la Sorbonne et dans plusieurs autres Facultés, les 
compositions écrites de Licence comportent toujours un 
problème de Cinématique, et les candidats ne possédant 
que les notions de cette Science que l'on trouve dans les 
Traités de Mécanique rationnelle même modernes, sont 
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VIII INTRODUCTION. 

souvent fort embarrassés pour les résoudre. J'ai cherché 
à combler cette lacune, tout en donnant à mon Traité un 
caractère classique. Je me suis d'ailleurs inspiré des 
Cours de la Sorbonne, auxquels j'ai fait de larges em- 
prunts ; j'espère ainsi être utile aux candidats à la Licence 
et à l'Agrégation, qui trouveront aussi de nombreuses 
applications sur la Cinématique dans mon précédent 
Ouvrage intitulé Compositions d^ Analyse et de Méca- 
nique, 
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CHAPITRE L 

MOUVEMENT D'UN POINT MATÉRIEL. 



1. — Préliminaires. 

Ampère a défini la Cinématique : l'étude du mouvement 
indépendamment des causes qui le produisent, c'est-à-dire 
des forces. A côté de la notion d'espace qui fait l'objet de 
la Géométrie, la Cinématique introduit la notion du temps. 

1. De la grandeur géométrique. — On appelle gran- 
deur géométrique une longueur OA {fig» i), portée sur 
une direction donnée, dans un sens déterminé. 

Soit OB une seconde grandeur géométrique ; menons 
AB' égale et parallèle à OB, et de même sens, la grandeur 
OB' est appelée la sommée géométrique des grandeurs OA 

ViLUÉ. — Cinématique. \ 
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et OB et l'on écrit 

(OB') = (OA)-f-(OB). 

Cette grandeur OB', diagonale du parallélogramme 
construit sur OA et OB, s'obtiendrait encore en prenant 
d'abord OB, puis BB' égal et parallèle à OA; donc 

(OB') = (OA) H- (OB) = (OB) 4- (OA). 

Soit ensuite B'C égal et parallèle à OC, OC est la 

Fig. I. 




somme géométrique de OA, OB, OC, et Ton a 

(OC) = (OA) -h (OB) -+- (OC). 

De ce qui précède et d\m théorème connu en Géomé- 
trie on déduit cette conséquence : 

La projection de la somme de plusieurs grandeurs 
géométriques est égale à la somme des projections de 
ces grandeurs. 

Quand la projection est orthogonale, ce théorème se 
traduit par l'équation 

OC X cosX = OA X cosa -h OB x cos^ -\- OC x cosy, 

:z, (S, Y, \ étant les angles de OA, OB, OC, OC avec la 
direction des projections positives. 
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2. Des trièdres direct et inverse. — Supposons qu'un 
observateur se place le long d'une arête Ox d'un trièdre 
{fig- 2), les pieds en O, et que, pour cet observateur, le 
sens de la rotation qui amènerait Oy sur Oz soit le 
même que celui de la marche des aiguilles d'une montre 
(de gauche à droite); il en sera de même si l'on se place 
sur Oy pour voir tourner Oz vers Ox^ et enfin sur O^ 
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pour voir tourner Ox vers Oy, On dira alors que le 
trièdre a un sens de rotation direct ou positif; dans le 
cas contraire, le trièdre est inverse ou négatif : exemple 
Oxy'z, 

Remarques. — I. En Mécanique, le sens direct ou positif 
des rotations est de gauche à droite, c'est le contraire en 
Astronomie. 

En Géométrie plane, le sens positif des rotations est tou- 
jours de O^ vers Oy. 

IL Quand un trièdre O'ABC {fig- 3) a même sens 
de rotation qu'un autre trièdre Oxyz^ on peut l'amener 
à coïncider avec ce dernier, en le déplaçant et le défor- 
mant d'une manière continue, mais sans qu'il cesse d'être 
un trièdre, c'est-à-dire sans que ses arêtes soient jamais 
dans un même plan. 

En effet, déplaçons le trièdre O'ABC, de manière que 
O' vienne en O, O'AenO^, le plan A O'B sur le plan^OjK» 
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» 

et de telle sorte que OC et O^ soient du même côté de 
ce plan. Soit OA4B4C< le trièdre ainsi transporté, OB^ 
sera du même côté de O^r que Oy; en déformant ce 
trièdre de manière que OBi vienne d'abord en Oy, puis 0C| 

Fig. 3. 





eu O^, on réalisera la coïncidence sans que, dans ces dé- 
formations, le trièdre ait jamais eu ses trois arêtes dans un 
même plan. 

3. On peut reconnaître le sens de la rotation d'un 
trièdre O'ABCcn le comparant au trièdre direct des co- 
ordonnées rectangulaires Oxyz, 

Soient a, P, y; a'^ P', y'; a", P'-, y" les cosinus directeurs 
de O'A, O'B, O'C ; posons 



A = 



a p Y 



et supposons que le trièdre O'ABG soit direct; si nous le 
transportons et le déformons de manière à établir la coïn- 
cidence avec Oxyz, A variera d'une manière continue, 
mais sans jamais devenir nul, car A = o indiquerait que 
les trois arêtes sont dans un même plan; donc le déter- 
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minant A gardera un signe constant et ce signe est évi- 
demment positif, car^ quand la coïncidence est obtenue, on a 



a — I, 


P 0, 


Y— o, 


a' o, 


P'-I, 


y'— o, 


a — o, 


p'-o. 


y" I, 



et par suite A = H- i. D'un autre côté, le déterminant A' 
du trièdre inverse O'A'BC est évidemment égal à — A. 
D'où cette règle : suivant que le trièdre est direct ou 
inverse, on a A^o. 

2. — Vitesse d'un point matériel. 

4. On nomme système invariable un système géomé- 
trique de points qui reste toujours superposable à lui- 
même ; les distances respectives de ses points restent, par 
conséquent, constamment les mêmes. 

Trois points déterminent la position d'un système inva- 
riable, car tout autre point du système est déterminé par 
ses distances invariables et connues aux trois points con- 
sidérés et par la condition que dans toutes ses positions 
le tétraèdre formé par ces quatre points reste superpo- 
sable au tétraèdre initial. 

Tout système mobile, invariable ou non, pouvant être 
regardé comme un système de points mobiles, il est na- 
turel de commencer par l'étude du point matériel isolé. 

Soit M {fig* 4) uïi point décrivant une courbe, que 
l'on nomme sa trajectoire, suivant une loi donnée, de 
manière, par exemple, que l'arc s décrit à partir d'une 
origine A, soit une certaine fonction du temps, et soient 
M et M' ses positions aux temps t et t-{- ù^t\ on appelle 
grandeur de la vitesse du point M, à l'instant ^, la 
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_, ,. arcMM' 
V=:lim , 



quand A/ tend vers zéro, et l'on porte cette longueur sur 
la tangente à la courbe en M, dans le sens du mouvement 
effectif. Ce sens peut d'ailleurs n'être pas le même que 

Fig. 4. 




celui qui a été pris pour sens des arcs positifs, mais on 
peut dire, en tous cas, que la vitesse est la grandeur 

ds 
géométrique (^=—5 portée sur la tangente, dans le 

sens des arcs croissants, mais en tenant compte de son 
signe. En effet, si (^ > o, ou rf^ >> o, le mouvement a lieu 
dans le sens des arcs croissants et la grandeur V = (^ doit 
être portée dans le sens positif. Si i^ << o, rf^ << o, le mou- 
vement a lieu dans le sens des arcs décroissants, la gran- 
deur absolue V de la vitesse est — (^ et elle doit être 
portée dans le sens des arcs décroissants, ce qui revient 
à porter v dans le sens des arcs croissants, en tenant 
compte de son signe. 

S. Quand l'espace parcouru par le point mobile croit 
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proportionnellement au temps y le mouvement est dit 
uniforme. Si donc ^o désigne l'arc de trajectoire compté 
à partir de l'origine A des arcs jusqu'à la position occupée 
par le mobile à l'époque t^^ on doit avoir par définition 

s — SQ^=^a{t — to), 
d'où 

ds 
ç=z -r-z=za: 

dt ' 

donc alors la vitesse est le rapport constant de l'espace 
parcouru au temps employé à le parcourir. 

6. ïnÉORÈME. — La projection sur un axe, ou sur un 
plan, de la vitesse d'un point mobile, est égale à la 
vitesse de la projection du point sur cet axe ou sur ce 
plan. 



MM 
dans le A^, la grandeur géométrique — — portée sur MM' 



mm! 



En effet, mml étant la projection de l'arc MM' décrit 

!^t 

prolongé a pour projection "^'^ portée sur la direction 

mm! , A la limite, on conclut que la projection de la vitesse 
du point M est celle du mouvement du point m, projec- 
tion du point M. 

7. Projections de la vitesse en coordonnées rectan- 
gulaires, — La vitesse du point m, projection de M sur 

Ox^ étant -7-^ puisque pour /w, s—~-x^ les projections de 

la vitesse de M sur les trois axes coordonnées sont res- 
pectivement 

dx dy dz 

'di^ ~di^ Tt' 
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on en déduit 

,„ dx'' dY^ dz^ 
dt' dt- dr- 

Les cosinus directeurs du sens positif de la vitesse ont 
pour expressions 

dx ^ dy dz 

C0Sa=-7-> COSS=S-> COSY=i:-7-: 

ds ^ ds ^ ds 

ces formules sont évidentes quand ds'^o, comme on le 
suppose toujours en Analyse, parce qu'alors la droite ds 
a pour projections sur les trois axes dxj dy etûfc; elles 
sont encore vraies si ds << o, puisque les trois différen- 
tielles dx^ dy et dz changent de signe en même temps 
que ds. On pourrait en déduire les expressions précédem- 
ment trouvées, des projectiohs de la vitesse sur les axes 
coordonnés; on a, en effet, pour la projection de ^ sur Ox 

ds ds dx dx 



v cosa "=■ -r cosa :== -7- 



dt dt ds dt 

8. Mouvement d\in point sur un cercle. — Soit /• le 
rayon du cercle, dont le centre est pris pour origine; 
comptons les arcs croissants dans le sens où croît l'angle 
= a;OM, on a alors 

ds d^ 

dt dt ^ . 

dû 
en posant w = -jj; w, vitesse d'un point situé sur OM, 

à une distance du centre égale à l'unité, est la vitesse 
angulaire. 

Les projections de v sur les axes Ox et Oy sont res- 
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pectivement 

dx <i(rcosô) rsinôt/ô 

~dt "~ di ~ ~dt "~ ~~ ^-^^ 

dy d{r sin Ô ) r ces ô û?6 



dt dt dt 



0)^. 



La rotation est uniforme y quand varie proportionnel- 
lement au temps 

alors 

d^ 
iù=: ~—=z a=:i const. 
dt 

9. Projections de la vitesse, en coordonnées polaires 
planes, sur le rayon vecteur et sa perpendiculaire, — 
Pour projeter la vitesse sur le rayon vecteur prolongé et 
la perpendiculaire à ce rayon, menée dans le sens des 
angles croissants, il suffit de projeter sur ces directions 
l'arc A^; or ces projections sont, à des infiniment petits 
du second ordre près, Ar et rAO; donc les projections de 

ds 

-j- sur ces deux directions sont 

at 

dr , d^ ^. 

dt dt ' 

la première s'appelle vitesse de glissement^ la seconde 
vitesse de circulation. 
Enfin on a encore 

dt^ 
10. Coordonnées polaires généralisées. — Soit un-e 



lO TRAITÉ DE CINÉMATIQUE. 

courbe fixe A {fig^ 5); un point quelconque M du plan 
peut être défini par l'angle que fait avec l'axe fixe Ox 
la normale Mm menée de M à la courbe A, et par la dis- 
tance M//i = r. Projetons la vitesse de M sur mM pro- 
longé et sur la perpendiculaire zwT; à cet efl^et, menons 

Fis:. 5. 



par les deux points infiniment voisins M et M' de la tra- 
jectoire de M, des courbes parallèles à A, la projection de 
MM' sur mM sera MP = A/\ Pour calculer la projection 
MK de MM' sur mT, remarquons que le point C inter- 
section de deux normales infiniment voisines, tend vers 
le centre de courbure de A, qui est aussi celui de MR; 
donc si R est le rayon de courbure de A 

arcMKz=:(RH-/)AO, 

les projections de la vitesse ç^ de M sur les deux direc- 
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lions rectangulaires niM et mT sont par suite 

dr ^^ ^ dO 

Tt '' (^-^'•)^- 

11. Méthode de Roberval (xvii® siècle). — Cette nxé- 
tliode, qui a pour objet le tracé des tangentes aux courbes, 
a précédé la découverte du Calcul infinitésimal. La tangente 
à une courbe n'est autre chose que la direction de la 
vitesse d'un mobile assujetti à décrire cette courbe; si 
donc on connaît les vitesses des projections du point sur 

Fig. 6. 




deux droites, ou simplement des quantités proportion- 
nelles, on construira facilement la tangente à la courbe en 
question. Tel est le principe de la méthode de Roberval, 
que nous allons mieux faire connaître en l'appliquant à 
quelques exemples. 

I** Soient M un point mobile sur une ellipse {^fig^ 6), r 
et r' les rayons vecteurs de ce point, issus des foyers F 
€t F'; les projections de MM' sur ces rayons vecteurs sont 
MP=rfr et — MP' = rfr', donc les projections de la 

vitesse sur FM et MF' sont -r- et t-» Or, de la relation 

dt dt 

on déduit rfr = — rfr'; donc les projections de la vitesse 
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sur l'un des rayons vecteurs et le prolongement de l'autre, 
sont égales, d'où la construction connue de la tangente à 
rellipse. 

2** Considérons une conique ayant F pour foyer et DD' 
pour directrice correspondante {fig> 7), on a 



a 



rzzzer^^ 



dr 
dt 



j 



dr_ 
dt 



Concevons un point M décrivant la courbe, les projections 



Fig. 7. 




de la vitesse sur MF et MP sont 



dr dr' , 

-r- et 7- et leur 

dt dt 



r 



rapport es\ e = — > donc en prenant sur MF et MP des 

longueurs proportionnelles à /• et r', par exemple MF = r 
et MP = /•', puis élevant en F et P des perpendiculaires à 
MF et MP, leur point d'intersection D appartiendra à la 
tangente. 

On retrouve ainsi cette propriété, que du foyer F d'une 
conique, on voit sous un angle droit la portion MD de 
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la tangente comprise entre le point de contact et la 
directrice. 

3** Plus généralement, on peut obtenir la tangente à la 
courbe /(r, r) = o, où r et r' désignent les distances 
d'un point quelconque M à deux pôles ou à deux courbes 
fixes. On a, en effet 

dt dr 

donc les longueurs — -— et -p prises sur les rayons vec- 
teurs r et r\ à partir de M, seront les projections d'un 
point de la tangente. 

12. Projections de la vitesse en coordonnées cylin- 
driques ou semi-polaires, — Les coordonnées semi- 
polaires d'un point M sont le z de ce point et les coor- 
données polaires r et de sa projection m sur xOy^ 

dz 
La projection de la vitesse de M sur O^ est-j^- Sur 

O m et sa perpendiculaire menée dans le sens où croît, 

, . . Il» dr d^ . 1 

les projections de la vitesse seront — et r—.-y puisque la 

vitesse de m est la projection de la vitesse de M sur xOy. 

13. Projections de la vitesse en coordonnées sphé- 
riques ou polaires, — Soient p, et ç les coordonnées 
polaires du point M {fig» 8); ds est la diagonale d'un 
parallélipipède rectangle dont les côtés sont d^ sur OM, 
p d^ sur la perpendiculaire à OM, dans le plan azimutal 
,sOM, et dans le sens dans lequel ô croît et enfin 
psinO<:/9 sur la perpendiculaire au plan ^OM, dans le 
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sens des angles 9 croissants. Donc les projections de la 

Fig. 8. 




ds 



vitesse -7- sur ces trois directions rectangulaires sont 



dt 



dt 



d^ . ^ do 

p — et p sinO 



dt 



dt 



14. Composantes de la vitesse en coordonnées curvi- 
lignes. — Soit le système triple 

qui définit un point M {^,y, z) en fonction des trois para- 
mètres po p2? p3 ; ces paramètres sont les coordonnées cur- 
vilignes de M, et ce point est à l'intersection des trois sur- 
faces correspondantes. Cherchons les composantes de la 
vitesse de M, sur les trois tangentes aux courbes d'inter- 
section de ces surfaces deux à deux, c'est-à-dire les lon- 
gueurs qui, portées sur ces tangentes, ont pour somme 
géométrique la vitesse de M. 

Soient ai, Pi, yi les cosinus directeurs de la tangente 
MA à la courbe intersection des surfaces p2 et p3, et ainsi 
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de suite; x^ y, z étant regardées comme fonctions de 
Pi, p2 et p.,, on a 

d,r dx dpi dx dp^ Sx dp^ y^ dx do 

r~ ""i — n — r" "■: 



1 



dt «^pi dt dp2 ^^ <^P3 ^^ ^™ àp dt 

dx 



2 



V/'(|)'+{|)'+($ 



-i'Svm'-m'<% 



Et de même 



dt Zi' dty ydoj \dpj \dpj 
Donc, si l'on porte sur MA. la longueur 



}vmHB*m 



sur MB 



^./(^s.]\(Éy]\(Êi 

de V \dp2J \ap2J \àp2 



et enfin sur MC 



la somme géométrique de ces trois longueurs aura les 
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mêmes projections que la vitesse sur les trois axes Ox, 
Oy et Oz; donc ces trois longueurs sont les composantes 
de la vitesse. 

3. — Accélération dans le mouvement d^un point 

; 

4 matériel. 

15. Soient S {Jig- 9) la trajectoire d'un point, M et M' 
ses positions aux époques ^ et ^ + A^, MT sa vitesse en 

F'ig- 9- 



M, M'ï' sa vitesse en M' ; par M menons une droite MT'' 
égale et parallèle à M'T' et de même sens, et joignons Tï". 
On appelle accélération du mobile en M, la limite d'une 
parallèle menée par M à TT'', et de longueur égale à 

'T'Tff 

lim — — > le sens de cette droite étant dirigé de T vers T^'. 

16. Projections de V accélération en coordonnées 
rectilignes rectangulaires. — Soient Xy y^ z les coor- 
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données de M ; les projections de la vitesse MT sont 

dx dy dz 

dt ' dt dt 



n/ 



et celles de la vitesse M'T 

dx , dx dy ^ dy dz . dz 

dt^ dt' dt^ dt dt^ dt' 

donc la longueur Tï'' qui est l'accroissement géométrique 
de la vitesse de M a pour projections 

. dx , dy ^ dz 

A -î-î A -Ç^ A -j-- 

at dt dt 

Divisant ces expressions par A^ et passant à la limite, 
on a pour les projections de l'accélération y 

d'X d^y d^z 

'dF' 'dF' dt"' 

elles déterminent entièrement cette droite qui, par défi- 
nition, part du point M. 

L'accélération y est quelquefois appelée variation ou 
dérivée géométrique de la vitesse; on appelle alors diffé- 
rentielle géométrique de la vitesse ou accélération 
élémentaire^ le produit y dt^ de même que la vitesse élé- 
mentaire est vdt, 

17. Théorème. — La projection sur une droite ou sur 
un plan de V accélération d'' un point mobile est Vaccé- 
lération de La projection du point mobile sur la droite 
ou sur le plan. 

On démontre ce théorème en projetant le triangle 
MTT' sur la droite ou le plan, les projections de MT et 
MT'' représentant les vitesses de la projection du point. 

ViLLiK. — Cinématique. 2 
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Dans un mouvement rectiligne suivant O^, Taccélération 

est -7—-; ehe est nulle si ce mouvement est unitorme, mais 
dt^ 

elle ne Test pas dans un mouvement curviligne uniforme. 

18. Projection de V accélération sur la tangente et 
la normale principale à la trajectoire. — Soient a, p, y 
les angles avec les axes coordonnées de la tangente à la 
trajectoire, dans le sens des arcs croissants, X, jx, vies 
angles que fait avec les mêmes axes le normale principale, 
dirigée du point M vers le centre de courbure; on a 



dx 
d'où 



,^ z= pcosa, 
at 



d'x dv d COBOL 

mais, en désignant par R la valeur absolue du rayon de 
eourbure, on a 

, dx 

- _- «f-Ç _ dcosoL 

ces A = R —z — = R — , 

as ds 



d'où 



dcosix cosX ds cosX 



et enfin 



dt 


^ dt R 


d^x 

dt^ ~ 


dv v^ 


d}y _ 
dC' ~ 


dv V- 


d}z 

dt^ " 


dv v^ 



Donc Taccélération est la somme géométrique de deux 
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j 

droites, l'une -r- portée sur la tangente, dans le sens des 

arcs croissants, en tenant compte de son signe, et l'autre 

r-dont la direction est celle de la normale principale; il 

en résulte que l'accélération est située dans le plan oscu- 
lateur de la trajectoire. 

La première composante -rr est V accélération tangen- 

tielleel la seconde V accélération centripète oa normale. 
Newton, dans ses <c Principes 1687 », a été*conduit à la 
notion de ces composantes près de cent ans avant la dé- 
composition de l'accélération suivant trois axes, due à 
Maclaurin. 

Les résultats qui précèdent peuvent être établis par la 
Géométrie. L'accélération est, par définition, dans le plan 
MTT'', qui contient la tangente MT et une parallèle à la 
tangente infiniment voisine, elle est donc dans le plan 
osculateur. Menons maintenant T^'P perpendiculaire à la 
tangente MT, TT" est la résultante de TP et PT", donc 

--^ sera la résultante de -7- et — 1— • Or, en appelant e 

l'angle de contingence de la trajectoire 

TP =: MT' cose — MT — MT ' — MT = dv, 

TP d^ 



on a ensuite 





dt 


dt' 




pjn 


-.(i^ + 


dv ) sin £ ^=z 


^'e, 


dt 


^dt~ 


£ ds 
ds dt 





et l'on reconnaît ainsi que V accélération proprement 

dite ou totale est la résultante des deux grandeurs -r et 

dt 



20 TRAITE DE CINEMATIQUE. 

ci 

^ portées l'une suivant la tangente, l'autre dans le sens du 
rayon de courbure. 

19. Remarques. — I. Si le mouvement est uniforme, 
l'accélération tangentielle est nulle; l'accélération totale 
est centripète. 

II. Quand la trajectoire présente un point d'inflexion, 
son rayon de courbure est infini et l'accélération normale 
est nulle en ce point. Réciproquement, si l'accélération 
normale est nulle, la trajectoire présente une inflexion au 

Fig. 10. 




point correspondant, à moins que la vitesse passant par 
zéro, le mobile ne rebrousse chemin. 

III. Quand un point se meut sur un cercle, la vitesse 

i?z= r(ù = r -T y les composantes de l'accélération sont 

r --r- =r --t- suivant la tangente et — = r to^ = r -y-^ sui- 

vaut le rayon. 

IV. L'accélération totale, dans un mouvement quel- 
conque, est égale au carré de la vitesse divisé par la moitié 
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de la corde MQ (yî^. lo) qu'intercepte le cercle de courbure 
sur la direction de cette accélération. 

En effet, l'accélération centripète — a aussi pour valeur 

ycosç, d'où 



p* p* (;* 



' Rcos© MP |MQ 

20. Application au mouvement d'un point qui se 
déplace sur une hélice quelconque avec ,une vitesse 
constante. — Supposons qu'un point M décrive une 
hélice d'un mouvement uniforme avec une vitesse con- 
stante V, prenons Oz parallèle aux génératrices du 
cylindre, et soient X, Y, Z les coordonnées de M, x^ y^ z 
celles de sa projection m sur le plan des xy, on aura, 
s étant l'arc d'hélice compté à partir de sa trace sur le 
plan xOy^ 

Z =zOy Z m K^. 

Cherchons la vitesse v de m : 
dx , I ^ds ^r , , V dy ^r , , , v dz 



d'ailleurs 



d'où 



ds ) \ds ) \ds ) 



?'-(5)-hf-(5)+K2=:l 
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et 

Donc le rapport des vitesses de M et m est constant et 
comme V est constant, ç le sera aussi. 

Les accélérations de M et /n sont égales et parallèles, 
puisque 

dV' "" dt' ' dt^ ~" dt^ ' dt^ "~ dt^ ~ ^'' 

elles sont aussi normales, puisque V et (^ sont constantes, 
on en conclut que la normale principale à l'hélice est 
normale au cylindre, ce que l'on pouvait prévoir, puisque 
l'hélice est une ligne géodésique. 

L'accélération normale de M est -77- > celle de m est — : 

or elles sont égales, on en déduit 

5 — X!— _L_i 

ce qui montre que le rayon de courbure de l'hélice en un 
• point quelconque est proportionnel au rayon de courbure 
de, la section droite au point correspondant. 

21. Projections de V accélération en coordonnées po- 
laires dans le mouvement plan, — Nous ferons les pro- 
jections comme pour la vitesse, suivant le rayon vecteur 
et une perpendiculaire à ce rayon, dans le sens des arcs 
croissants. 

Pour avoir la première composante A, nous projetterons 
sur le rayon les deux composantes rectangulaires 

d^x d^Y 

et — ^, 

dt^ dt^ ' 
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ce qui donne 

. d^x ^ d'Y . ^ I / d*a: d*y\ 

__ ^ [ d / dx dy\ dx^ 4- dy-^ 

'^7\di\^'di'^y'ii) dt' J 

~" /• ydt \ de) dÛ^ J 

e/^* dt^ 

On trouve de même pour la seconde composante 



d^x dry f,_ ^ f d^y d^^ 



= TT sin ô H — TT ces ô = - ^ — ~ — y , ^ 

\ d f dy dx 

"" 7'dt\lÛ~^'di 

r dt \ dt) 

22. Projections de V accélération en coordonnées 
semi-polaires. — La projettion de l'accélération du 

d^z 
point M sur O^ est toujours -tt* Quant aux projections 

suivant le rayon vecteur Ont et sa perpendiculaire dans 
le plan xOy^ elles sont respectivement 

car les projections de l'accélération de M sur ces deux 
directions sont celles de l'accélération de m. 

23. Projections de V accélération en coordonnées 



24 TRAITÉ DE CINÉUATIQUË. 

polaires. — Cherchons les composantes A, B,C de l'accélé- 
ration Y suivant le prolongement MP du rayon vecteur OM 
{fig- 8), la perpendiculaire MQ dans le plan azimutal 
:jOM, menée dans le sens dans lequel 6 croit, et la perpen- 
diculaire MK au plan zOM. dans le sens des arcs ç crois- 
sants. A cet effet, considérons d'abord le point M comme 
ayant pour coordonnées semi-polaires 

^izrpcosO, Om riz r 1= psiM et cp; 

d'après ce qui précède, y aura pour projections 

surO^ z", 

sur Om r" — /*cp'*, 

surMKi|(rV) = -4^J(,ysin'0). 

Il reste à composer, suivant MP et MQ, les projections 
de Y sur Oz et 0/n; prenons d'abord z" et /', ce sont les 
projections suivant les deux axes rectangulaires Oz et Ont 
de l'accélération de la projection de M, sur le plan zOhl 
supposé fixe ; donc, d'après le calcul de l'accélération en 
coordonnées polaires planes, on peut remplacer ces deux 
composantes par 

p" — pÔ'^ suivant MP 
et - -r{f^') suivant MQ. 

Il reste encore — rç'^ porté sur Om, dont les compo- 
santes suivant MP et MQ sont respectivement 

— rcp'^sinG =: — pcp'*sin*6,' 

— r(p'*cos6 == — pcp'-sinÔcosO. 

En résumé, y est la somme géométrique des trois com- 
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posantes rectangulaires 

A=:p" — pô'» — p(p'«sin«0, 



P 



B =- — (p«ô') — pf'*sinôcose, 



C = — ^~(?Vsin«ô). 

24. Autre définition de V accélération. — Soient M 
et M' {Jig* 1 1 ) les positions du mobile aux époques t et 

Fiff. II. 




/ -h A^ et p sa vitesse au temps t; portons sur la tangente 

MT à la trajectoire la longueur absolue MM'' r=: V A^ dans 

le sens du mouvement, ce qui revient à prendre v^t dans 

le sens positif, et joignons M"M'. U accélération y est la 

2 M"M' 
limite de la grandeur géométrique —r-rr dirigée de 

W vers W. 

En effet les coordonnées de M' sont 

dx ^ d^x (t^ty d^x {b^ty 

y -h A j = . . . , z-\- Lzr=i . . .^ 
et celles de M'^, en vertu de la relation MM'' = p A^, 
dx ^ dy ^ dz ^ 

^+■57^'' y^di"'' '-^it"'-^ 
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la projection de M'W sur O^ est alors 



dt* 1.2 dt^ 1.2.3 



+ 



2 M^'M' 
donc celle de , ^ ^,^ ' est 



d^x A^ f d^x 
IF'^T [d^ 



d^x 
et à la limite -n-jy c'est-à-dire la projection de y- 

La droite M"W infiniment petite du deuxième ordre, a 
reçu de Duhamel le nom de déviation. 

25. Accélérations de divers ordres, — Soient M e\,W 

Fig. 12. 




deux positions infiniment voisines du mobile, MG (Jig* 12) 
Taccélération du mobile en M, MG' une droite égale et 
parallèle à son accélération en M'; menons par M une 

GG' 

droite MK parallèle à GG' et ayant pour longueur --rr> à 

la limite, MK devient V accélération du deuxième ordre 
ou suraccélération ( * ). 



(* ) SoMMOFP, Mémoire sur les accélérations de divers ordres. Académie 
de Saint-Pétersbourg. 
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On verrait, comme pour l'accéléralion du premier ordre, 
que la suraccélération a pour projections sur les axes 
coordonnés 

d^x d}y (Pz 

'd?' d?' dt^' 

et qu'en général l'accélération d'ordre n a pour compo- 
santes 

ûf«-+-*^ d'^-^y d^'^^z 

Cherchons les projections A, B, C de la suraccélération 
sur la tangente, la normale principale et la binormale; 
soient a, Y, 5 les angles de ces droites avec Ox, on a 

d^x dv v^ . 

d'où 

ce que l'on peut écrire, en vertu des formules de Frenet, 
T étant le rayon de torsion 



d^x 
IF 



d^i> Vvd^^ d fi>^\~\ 

= -T— -COSa -h rr -7-+ -r ïT CCS A 
dt' \^dt dt\Rj\ 

v^ /cosa cos^ 

Donc la suraccélération est la somme géométrique des 
trois grandeurs 



dt^' W ^^dt^ dtW)' RT 
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4. — Des accélérations centrales. 

26. Moui^ement d^ un point dont la direction de U accé- 
lération passe par un point fixe. — Si Ton prend pour 
origine le point par lequel l'accélération passe constam- 
ment, on a les équations 

d^x d-y d^z 



dV^ dt' dt^ 



> 



X y 

d'où 

d^z d^y d*x d-z 



d*Y d}x 



et en intégrant, 



dz dy dx dz _ dy dx 

-^ dt dt , dt dt ' dt ^ dt ' 



et, par suite, 



ax -\- by -{- cz :=. o, 



c'est-à-dire que la trajectoire est une courbe plane pas- 
sant par le point fixe» Prenant ce plan pour plan des xy 
et exprimant que la composante de l'accélération suivant 
la perpendiculaire au rayon vecteur est nulle, on a l'é- 
quation 

r dt\ dt 



--T- 1 r« -r- IrrzO, 



d'où 



r' -7- ::= COnSt =: C \ 

dt ' 
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or A étant Taire décrite par le rayon vecteur, on a 

r' <iô = 2 dPi. =: c dt, 
et en intégrant, 

2 ^ 

Donc les aires décrites par le rayon vecteur sont pro- 
portionnelles au temps. 

La constante c est le double de la vitesse aréolaire ou 
de Paire décrite dans l'unité de temps; c'est aussi le mo- 
ment de la vitesse^ c'est-àhdire le produit de la vitesse V 
à un instant quelconque, par sa distance /> à l'origine. 

car V/? = —TT-y or p ds représente le double de l'aire dé- 
crite dans le temps dt ou c dt^ d'où Vp = c. 

Enfin l'accélération étant centrale se réduit à sa com- 
posante suivant le rayon vecteur 



d^r cfô 



s 



r 



'" df" dt'' ' 

éliminons le temps à l'aide de l'équation 

ûf8 c 



vrAWk i 


^T^f 


dt 


/•«' 






vem< 

dr 
dt" 


t;ni 

dr d^ 
f/ô dt 


C dr 
r^ d^ 


— 


dl 
r 


d}r 
dC' 


— «__ 


d-i 

r 


d^ 
dt 




r 

dr-' 



d'où l'expression de l'accélération, que l'on écrit ordinai- 
rement en la portant du mobile vers le point fixe pris 
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pour origine, 




C'est \^ formule de Binet, 

27. Mouvement d^ un point sur une ellipse, V accélé- 
ration passant constamment par un foyer. 

L'accélération étant centrale sera donnée par la for- 
mule de Binet; or, si l'on prend pour axe polaire la droite 
joignant le foyer au sommet le plus voisin de Tellipse, 
on a 

a p 

c - 1 4- e ces 6' 
I H — cosO 
a 

I i-f-ecos8 r ecos6 c* 



J — 77T — y 



r p dQ^ p * pr^ 

L'accélération est inversement proportionnelle au 
carré de la distance. 

On peut mettre l'expression de l'accélération sous une 
autre forme, en introduisant le moyen mouvement n. 
T étant la durée de la révolution, 

Tzab 



c^r,'i:^^riab = na^s/^-e' 

b^ c- 

p=: — =za(i — e-)) — = n'a'; 

'^ a p 



r^ 



La valeur de l'accélération précédemment trouvée con- 
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3l 



duit à une expression du rayon de courbure de l'ellipse ; 
soit ç l'angle de la normale MN = N {^fig> i3), avec le 

Fig. i3. 




rayon vecteur, la composante de y suivant la normale est 

^ = YC0S(p= — coscp; 

or c est le moment de r, 

c = f' X FI = rS cos<p, 
d'où éliminant Vy 



R8«cos*9-"j?8ï''''^^ 
En vertu de la relation 



R 



_jp_ h' 



ces* 9 acos^^tp 



^»« = FIxFT==:88'cos«ç, 



on a encore 



R=:z 



w 



a coso 



or, de la relation 



8' — FN' 
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on tire 

8^~" B'*H-N*— 2NB'coscp"~ N — 2 8'cos(p' 
N ($2 — S'*) = 288'(3 — S') coscp, Na = 8S' coscp, 

et enfin 

N 



R=r: 



cos'cc» 



4 



ce qui fournit une construction simple du rayon de cour- 
bure MC. 

La comparaison des deux expressions que nous avons 
trouvées pour le rayon de courbure de l'ellipse, montre 
que la projection MP de la normale MN sur le rayon vec- 

teur est constante et égale au paramètre/? = — ; c'est une 

propriété caractéristique des coniques. 

28. Mouvement sur une ellipse d'un point dont 
r accélération est dirigée vers le centre, — Considérons 
Tellipse comme projection du cercle de rayon a, et soit M| 
le point du cercle qui se projette en M sur l'ellipse; l'ac- 
célération de Mi passe constamment par le centre O, puis- 
qu'elle a pour projection celle de M. Il en résulte que la 

composante tangentielle a -r- de l'accélération de M^ est 

nulle, w est constant et l'accélération de M| dirigée sui- 
vant M<0 a pour expression M^O xw^; sa projection a 
donc pour valeur 



co' X proj. de MjO = w' x MO ==: w'r. 

L'accélération est directement proportionnelle à la 
distance du mobile au centre de V ellipse. 
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En outre 

ea comptant le temps depuis le passage du mobile au 
sommet A, d'où pour les coordonnées du point M< 

^^ z:^ a coso)^, yi^zz a siïKùt, 

et pour celles du point M 

a:=:em:osisyt^ y ^=z b siinût. 

On arrive aisément aux résultats précédents en partant 
de la loi des aires. L'ellipse ayant pour équations 

a? = acoscp, y=^bsin^j 
on a pour le double de la vitesse aréolaire 

dy dx , d^ d<ù c 

c=zx -^ — V -^T^^^-j;' -±~ -T— const=ia), 
de ^ dt dt dt ab * 

d'où pour la loi du mouvement 

ar = acosa)^, y^bûïHùU 

D'ailleurs 

d*x ^ X 

_ = YCose=Y-, 

ce qui donne 

, a cos {ùt 

— ao)' C0S<i)C =:: Y — ^ Y = — w'r. 

r ' 

La formule de Binet conduit plus péniblen\ent au même 
résultat. 



ViLLiÉ. — Cinématique, 
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CHAPITRE IL 

MOUVEMENT PLAN D'UN SYSTÈME INVARIABLE 



1. — Généralités sur le mouvement des systèmes. 

29. Un système de points étant en mouvement rela- 
tivement au trièdre invariable de trois axes mobiles AX, 
AY, AZ, le mouvement absolu du système sera connu si 
celui de ce trièdre est défini par rapport à trois axes fixes 
O^, Oy^ Oz. Car, supposons qu'on puisse connaître à 
chaque instant les coordonnées a, 6, c du point mobile A, 
et les neuf cosinus directeurs a, P, y, a', g', y'? a'^j P^'? "/' des 
axes X,Y, Zpar rapport au système rectangulaire Oxyz, 
la position d'un point M ayant pour coordonnées X,Y, Z, 
dans le système mobile sera donnée au moyen des for- 
mules de transformation 

a?=:a-haX-4-aT4-a"Z, 

où x^y^ z sont les coordonnées absolues de M, X,Y, Z ses 
coordonnées relatives. 

Si les coordonnées X, Y, Z sont constantes, le point M 
est fixe dans le système mobile ; si elles varient, le point 
M est mobile, c'est-à-dire en mouvement relatifs par 
rapport au système entraîné. 



1 

■ 
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30. Mouvement d'un système invariable. — Suppo- 
sons chaque point M fixe dans le système mobile, ce qui 
revient à admettre que le système en mouvement est inva- 
riable et que les axes mobiles lui sont invariablement liés. 
Nous verrons que tout mouvement d'un tel système se 
ramène à deux autres, translation et rotation, que nous 
allons d'abord définir. 

I® Translation, Un système est animé d'un mouvement 
de translation si, dans deux positions quelconques du sys- 
tème, les droites AA', BB', GC, . . . , qui joignent les deux 
positions d'un même point sont toutes égales, parallèles et 
de même sens. 

Dans un tel mouvement, toute droite AB se déplace 
parallèlement à elle-même; il en est de même de tout 
plan ABC. 

Tous les points sont animés à un instant quelconque 

AA' 
d'une vitesse commune, puisque (^A = lim -r— ; il en résulte 

que l'accélération est aussi la même pour tous les points. 
Enfin, comme les trajectoires de tous les points sont des 
courbes identiques, le mouvement d'un système en trans- 
lation est complètement défini quand on connaît celui de 
l'un de ses points. 

2** Rotation, Un système invariable est animé d'un 
mouvement de rotation quand deux points et par suite 
une droite du système restent fixes, les autres points étant 
en mouvement. Proposons-nous de rechercher les compo- 
santes de la vitesse d'un point quelconque de ce système. 

Supposons que l'on ait pris l'axe de rotation pour axe 
des z ] un point M décrit un cercle dont le plan est per- 
pendiculaire à l'axe de rotation, et dont le centre Oi est 
sur cet axe, car le point 0| est fixe, l'angle M0<0 est 
égal à 90® et la distance 0|M =: r est constante; la pro- 
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jection de sa vitesse sur O^ est donc nulle, Vg = o. 
Quant aux projections de v sur O^et Oy, ce sont celles 
du point m projection de M sur le plan ûcOy; or m 
décrit un cercle de centre O et de rayon r, sa vitesse 

est r -7- = ro) et ses projections sont 



^x = — ^yy Vy 



O) J7. 



Remarquons que o) est à chaque instant commun à tous 
les points du système, car soient ô etôi les angles azimu- 
taux qui correspondent à MetMi, le système étant inva- 
riable, 

— 6i:=:COnSt., -5 — -=:0, (D =!(«),. 

ai ai 

On peut 'représenter symboliquement une rotation en 
convenant de porter sur Taxe de rotation, à partir d*un 
point quelconque O de cet axe, une longueur OA égale à 
la valeur absolue de o), dans un sens tel qu'un observateur 
ayant les pieds en O et la tête en A. voie tourner chaque 
point en vertu de la rotation commune dans le sens posi- 
tif, c'est-à-dire devant lui, de sa gauche vers sa droite. 
Une rotation est parfaitement définie quand on donne 
la quantité géométrique OA qui la représente, car on 
connaît ainsi l'axe, le sens et la grandeur delà rotation. 

Calculons maintenant les composantes de la vitesse 
quand l'axe de rotation est une droite quelconque OA 
issue de l'origine O et dont nous représenterons les cosi- 
nus directeurs par a, P,y- Prenons pour système intermé- 
diaire un système rectangulaire OXYZ, direct comme le 
proposé Oxyzet dans lequel on choisit pour axe des Z 
l'axe OA; soient a', g', y', (x'\?l\^" les cosinus directeurs 
de OX et OY. Nous établirons d'abord les trois relations 
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analytiques suivantes : 

a = PY - Y'p^ p = Y'a" - aY, Y = ^T - ?'*"• 
On a, en exprimant que OZ est perpendiculaire à OX et O Y, 



ôlol' -+- pp' -h yy' = o, aa" -4- pp'' -H y/ == o, 



d'où 



B 



p/y/ __ y^" — ^'a" — a'Y" "" a'p" — P'a'' 



v/i3(pY — y'P'')' 



sin XOY 



=î=i; 



or, les rapports proposés sont aussi égaux à 



a- 



?' 



r 



xPy 


a' p' y' 


a'^pY 



et A>» o, donc ils sont égaux à + i, ainsi que A, et Ton 
a bien les relations précédemment écrites. 

Gela posé, par rapport aux axes OXYZ, les compo- 
santes de la vitesse d'un point X, Y, Z sont 



i^x 



toY, Pr = a)X, 



^^2 = 0; 



revenons aux anciens axes, on a, par le théorème des pro- 
jections appliqué à la vitesse du point considéré, 






d'ailleurs 



a'f'x + a" Vr — (a''X — a' Y) w, 
PVx + p*(^T = (P"X-p'Y)(o, 

X = a'a? + p'/-h'Y'^> 
Y = a''j74-p"j4-Y"-, 
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d'où 

= t>[z (y' a" — a' y") — 7 (a' p" — p'a'')] — (p-s — Yj) ^• 

Or, soient /?, gr, r les projections de Taxe de rotation 
OA = (ù sur les axes fixes, on a 

et, par suite, 

^'x = qz—ry, Çyz=irx—pz, v^.—py—qœ, 

31. Mouvement relatif d* un point. — Soit un point 
M mobile par rapport au système de comparaison AXYZ 
ou S, animé lui-même d'un certain mouvement qu'on 
appelle mouvement d'entratnem,ent. Le point M par 
rapport au système fixe Oxyz décrit dans l'espace une 
certaine courbe, c'est sa trajectoire absolue ; rapporté aux 
axes AXYZ considérés comme fixes, il décrit une autre 
courbe qui est sa trajectoire relative. 

On appelle vitesse absolue et vitesse relative de M, 
les vitesses de ce point dans son mouvement absolu et 
dans son mouvement relatif; enfin on désigne sous le nom 
de vitesse d^ entraînement ou vitesse du point coïnci- 
dent la vitesse qu'aurait M en vertu du seul mouvement 
d'entraînement, c'est-à-dire la vitesse que possède à l'in- 
stant considéré, un point fixé au système AXYZ et coïnci- 
dant alors avec M. 

32. Théorème. — La vitesse absolue d^ un point est la 
somme géométrique de la vitesse d^ entraînement et de 
la vitesse relative de ce point. 

Soient S et S' deux positions infiniment voisines du sys- 
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lème de comparaison, MM' l'arc de trajectoire absolue, 
MjjL l'arc décrit par le point coïncident {^fig> i4) ou l'arc 
qu'aurait décrit M s'il était en repos relatif, l'arc décrit 

Fig. 14. 




dans le mouvement relatif passera par les points [j. et M'; 
or on a, en prenant les cordes, 

(MM')r^(M[JL)4-(jxM'), 

ou en divisant par A^ et passant à la limite, 

i», Ve et Vr désignant les vitesses absolue, d'entraînement et 
relative. 

Analytiquement, on a 

a? = « 4- aX -h a'Y -i- a"Z, 

d'où pour la projection de la vitesse absolue sur O^, 



( da da.^ d(i' d%" „\ 

\dt dt dt dt ) 



( 



c?X , d\ ji dZt 
dt dt dt 



la première parenthèse est la dérivée de x prise en regar- 
dant X, Y, Z comme constants, c'est donc la projection 
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sur Ox de la vitesse du point coïncident; quant à la 
deuxième parenthèse, elle représente évidemment la pro- 
jection sur le même axe de la vitesse relative. 

Remarque. — Le théorème s'applique aux accéléra- 
tions quand le mouvement d'entraînement est une trans- 
lation. En effet, les directions des axes mobiles restant 
constantes, on peut prendre les axes fixes parallèles aux 
axes mobiles, et alors 

d'où 

^_d^ (PX d^_dPb (P^ Pz_,Pc dVL 

df" ~ dt^^ dt^' dt*~d^~^~dF' dt^ ~~ dt' "^ dt^ ' 



donc 



(r) = (Yd) + (rr), 



Pa Pb (Pc 1 j i> ^ 

puisque -j-j > -yy ) -y^ sont les composantes de 1 accé - 

lération d'un point quelconque du système dans le mou - 
vement de translation. 

Hors ce cas, le théorème ne s'étend plus aux accélé - 
rations. 



2. — Centre instantané de rotation. 

33. — Le mouvement d'un système invariable parallèle - 
ment à un plan donné revient à celui de la projection du 
système sur le plan ou à l'étude du mouvement d'une 
figure invariable mobile dans ce même plan ; il est clair, en 
effet, que, si le système proposé est invariable, sa projec- 
tion l'est également, puisque le trapèze rectangle formé 
par une droite AB et sa projection ah a trois côtés AB, Aa, 
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B6 de grandeur constante, et qu'il en est par suite de 
même du quatrième côté ab. 

34. Théorème. — Lorsqu'une figure plane invariable 
se meut dans son plan, il y a à chaque instant un point 
et un seul dont la vitesse est nulle à cet instant, et les 
vitesses des autres points sont les mêmes que si la figure 
tournait autour de ce point* 

Nous démontrerons d'abord les deux propriétés sui- 
vantes : 

I® S <?f S' étant deux positions de la figure mobile y 
on peut toujours passer de la première à la deuxième 
par une translation suivie d'une rotation. 

Soient A et A' {fig. i5) les deux situations succes- 



sives d'un même point, dans les deux positions S et S'; 
imprimons d'abord à S une translation égale et parallèle 
à la droite AA', alors S vient au S". Faisant ensuite 
tourner S'' autour de A', on pourra évidemment amener 
cette figure à coïncider avec sa position finale S'. 

Il convient de remarquer que l'angle a delà rotation est 
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indépendant du point A choisi pour la translation. En effet, 
soit MN une droite liée à la première figure et venant en 
M'N' dans la deuxième position; la translation, quel que 
soit le point A employé, laisse la droite MN toujours 
parallèle à elle-même; la rotation la fait tourner d'un 
angle égal à celui de la direction primitive MN avec la 
direction finale M'N', comme on le voit, en menant par le 
point fixe A' des parallèles aux directions initiale et finale, 
et cet angle a de MN avec M'N' est absolument indépen- 
dant du point A choisi arbitrairement. 

2" La vitesse d^un point quelconque B est la somme 
géométrique de la vitesse d^un autre point A et de la 
vitesse qu^ aurait le point B s^il tournait autour de A 
avec une certaine vitesse angulaire g) indépendante des 
points A et B. 

En effet, soient deux positions infiniment voisines AB, 

Fiff. 16. 



A'B', de la droite qui joint ces deux points aux époques 
^ et ^ + A^ {fig* 16), on peut passer de AB à A'B^' par 
une translation égale et parallèle à AA', puis à A'B' par 
une rotation dont l'angle Aa est indépendant des points 
A et B. Or 

(BB')~(BB")-H(B''B'), 
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divisant par A^, passant à la limite et remarquant que 



Hm 






V , 



lim 



BB" 



lim 



B"B' 



A^ 



r=: lim 



2 AB sin — 

2 



lim f ^ 1 ^ . 



,. Aa 
A^ 



A) 



on a donc 



{^b)^(^a) -^(''w). 



<i) étant comme Aa indépendant des points A et B. En 
outre, la grandeur géométrique riù est à la limite perpen- 
diculaire à A'B'', ou à AB; c'est donc la vitesse qu'aurait 
le point B s'il tournait autour du point A avec la vitesse 
angulaire to indépendante des points A et B. 

Cela posé, il est facile d'établir qu'il y a, à un instant 
donné, un point de vitesse nulle. 

Soient A un point quelconque et v sa vitesse (,/ig* 17), 

Fig. 17. 
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menons une perpendiculaire en A à «^ et prenons un point 
quelconque I sur cette perpendiculaire; la vitesse de I est 
la somme géométrique de v et d'une certaine vitesse de 
rotation AI x w perpendiculaire à AI, et cette dernière 
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vitesse sera directement opposée à la première, si l'on a 
pris I d'un côté convenable de A. Prenons en outre le 
point I tel que AI x w =»i', alors les deux composantes de 
la vitesse de ce point ont une somme géométrique nulle, 
et I est un point de vitesse nulle. 

D'ailleurs, pour un point quelconque M de la figure, 
on a 

(Tm) ^ (^^i) -h (IMx co) —rtùy 

et par suite la vitesse de chaque point M est la même que 
si toute la figure tournait avec une certaine vitesse angu- 
laire 0) autour du point I, que Ton nomme centre instan- 
tané de rotation] il convient d'ajouter que le centre 
instantané I et la vitesse angulaire de rotation o) varient 
généralement d'un instant à l'autre, mais qu'il n'y a à un 
instant donné qu'un point de vitesse nulle, car s'il y en 
avait un second V la droite II' serait fixe et il en serait de 
même de toute la figure. 

Remarque. — Quand le mouvement est une transla- 
tion, (i) = o, AI = — = 00 ; on peut regarder une transla- 
tion comme une rotation autour d'un point rejeté à l'infini 
sur une direction normale à la vitesse. 

35. Corollaires, — I. A un instant donné, tout se passe 
au point de vue des vitesses seulement, comme si la figure 
tournait autour du centre instantané I; il en résulte que 
les normales aux trajectoires que décrivent les difierents 
points de la figure vont toutes concourir au centre instan- 
tané I. 

IL Si l'on a les normales aux trajectoires de deux 
points dans une situation donnée de la figure, on aura le 
centre instantané correspondant, et par suite la normale 
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à la trajectoire d'un point quelconque pour la même posi- 
tion de la figure. Considérons, par exemple, l'ellipse 
engendrée par un point M d'une droite de longueur con- 
stante, dont les extrémités A et B se déplacent sur deux 
droites rectangulaires fixes O^ et Oy {Jig. i8); la tra- 
jectoire de A est O^, celle de B est Oj?, le centre instan- 
tané est à l'instant considéré, au point de rencontre des 

Fig. 18. 




normales aux trajectoires de A et B, il est donc en I qua- 
trième sommet du rectangle construit sur OA et OB. La 
normale à l'ellipse décrite par le point M sera la droite MI. 

36. On démontre directement ces corollaires comme 
suit (Ghasles). 

On peut amener une figure plane qui se déplace 
dans son plan^ d'une position à une autre par une 
rotation. 

Soit AB {fig* 19) une droite liée à la figure, et soit A'B' 
la position occupée par AB lorsque la figure s'est déplacée ; 
en K et K', milieux de AA' et BB', élevons des perpendicu- 
laires qui se coupent en I, les triangles AIB, A'IB' équî- 
latéraux entre eux sont égaux, donc il en est de même de 
leurs angles en I; ajoutant (ou retranchant suivant le cas) 
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Tangle BIA', on a 

AIA' = BIB' =: a. 

Donc, en faisant tourner AB de l'angle a autour du 
point I, A vient en A', B en B' et cette rotation amène 
AB à coïncider avec A'B'. 

Si le déplacement est infiniment petit, les droites telles 
que AA',BB', . . . deviennent à la limite les tangentes aux 

Fig. 19. 




trajectoires de A, B, . . . et Kl, K'I, ... les normales; 
donc toute normale passe par le point I. 

3. — Mouvement épicydoldal plan. 

37. Méthode géométrique. — Soient G une courbe 
fixe, A un point fixe pris sur cette courbe, C une courbe 
mobile de figure invariable mais assujettie à rester con- 
stamment tangente à G, B un] point fixe sur la courbe G' 
et enfin I le point de contact; on dit que ces courbes 
roulent l'une sur l'autre, quand on a constamment 

arc Al — arcBI = const. 

On peut toujours prendre cette constante nulle en choi- 
sissant convenablement l'un des points A ou B. 
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La courbe mobile est appelée roulante, la courbe fixe 
base ; enfin on nomme roulette la courbe décrite par un 
point quelconque du plan mobile. 

38. Théorème. — Tout mouvement d'un plan mobile 
sur un plan fixe est épicycloidal, c'est-à-dire peut être 
engendré par le roulement d' une courbe mobile sur une 
courbe fixe. 

■ 

Soient O, O', O', ... {fig. 20), les points du plan fixe 
qui sont centres instantanés de rotation aux époques 
t^t-\- A^, ^ + 2 A^, . . ; soient au temps ^, 0| , O2, . . /, 

Fig. 20. 




les points du plan mobile qui viendront successivement 
coïncider avec les centres instantanés O', O ', . . . , aux 
époques t + A^, t 4- 2 A^, .... On peut concevoir que, 
pendant le premier intervalle A^, la figure tourne autour 
du centre O d'iin angle infiniment petit et qu'alors 0< 
vient en O'; pendant le second intervalle, la figure tourne 
autour de O' et O2 vient en O'', et ainsi de^ suite. Dans 
cette suite de mouvements, le polygone OO4O2 ... roule 
sur le polygone O O'O^' ... ; donc à la limite, quand on fait 
tendre chacun de ces intervalles successifs vers zéro, on a 
deux courbes, limites des polygones inscrits, et qui roulent 
l'une sur l'autre. 

La courbe fixe est le lieu des centres instantanés dans 
le plan fixe, la courbe mobile est le lieu des points du 
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plan mobile qui deviennent successivement centres instan- 
tanés. 

Remarque. — A chaque instant, le centre instantané I 
est le point de contact de la base et de la roulante. Et 
réciproquement : si une courbe mobile roule sur une 
courbe fixe, le centre instantané de la figure liée à la 
courbe mobile est le point de contact des deux courbes, 
c'est-à-dire que la vitesse du point de contact I est nulle. 
Car, soient au temps t -f- A^, I| le nouveau point de 

Fig. 21. 




contact {fig. 21 ) et F la nouvelle position de I considéré 
comme entraîné avec le plan mobile; on a, en prenant les 
cordes 

iT'= ïl' 4- rïi - 2II1 X ri, X cosrij 

^(11, -n,)''-!- 4111 X rii X sin' î^; 

or, aux infiniment petits du troisième ordre près, 

II, — n, ■=! arcll, — arcl'I, =0, 



ir est donc du quatrième ordre et IF du deuxième ordre ; 

IF 



ÏF 
donc la vitesse du point I, qui est lim — ? est nulle. 



39. Etude analytique du mouvement épicycloidaL 
— Soient Ox^ Oy deux axes rectangulaires fixes, AX, AY 
deux axes rectangulaires entraînés avec le plan mobile, 
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a, b les coordonnées de A et a l'angle de AX avec Ox\ 
a, è et a sont des fonctiops du temps t. Considérons un 
point déterminé du plan mobile dont X et Y sont les 
coordonnées constantes par rapport aux axes mobiles, et 
j?, y ses coordonnées relativement aux axes fixes. On a 

. ( a? = a4-Xcosa — Ysina, 
( y = 6 4- X sm a 4- Y cos a. 

Calculons la vitesse du point M entraîné avec le plan 
mobile; ses composantes suivant Ox el Oy sont, en^ re- 
marquant que 

da da dçL 

dt dd dt 
et en posant 

da , db -, d% 

Tx-""' di-^' dt-'^' 

dx 

-7- = (a'— Xsina — Ycosa) o) rtz: (a' — / -h 6)w, 

^''^ ^ dy 

-^— -. (6'H-Xcosa — Ysina)a)=: (6' -4- x — a) o). 

Il existe donc un point (a^j, y^) et un seul* de vitesse 
nulle, défini à chaque instant par les deux équations 

(3) a?, =a — b'^ y^:=:za' -h b. 

En outre, on peut écrire les composantes de la vitesse 
d'un point quelconque {x^ y) 

dx dy 

si donc, sans changer la direction des axes O^ et Oy, on 
transporte l'origine au point x^^y^^ les composantes de la 
vitesse suivant les nouveaux axes Ç etiQ seront — wy; et cd? ; 

ViLUÉ. — Cinématique. 4 
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donc la vitesse du point œ, y est la même que s'il tournait 

"dt 



doL 
autour du point a?i, jKi? avec la vitesse angulaire o) = -r- 



40. Pour démontrer que le mouvement est épicycloïdal, 
nous rechercherons d'abord par rapport aux axes fixes 
OûCf Oy^ Téquation de la base, c'est-à-dire le lieu des 
centres instantanés dans le plan fixe et celle de la rou- 
lante, ou le lieu des points du plan mobile qui doivent 
coïncider avec les centres instantanés successifs, dans la 
position qu'elle occupe à une époque déterminée Iq. 

1° Equation de la base, — C'est le lieu des points 
x^^y\ de vitesse nulle quand t varie ; il s'obtient donc par 
l'élimination de a entre les équations 

^1 = « — fe'z=(p (a), j, =:a' 4- 6=:<}/(a). 

2** Équation de la roulante, — Cherchons d'abord 
son équation par rapport aux axes mobiles AX, AY ; les 
coordonnées relatives Xj, Y| du centre instantané sont 
liées k x^jy\ par les formules de transformation 

a?! = a — 6' m a -t-Xj cosa — Yj sina, 
ji = a' -h 6 = 6 -f- Xi sina -\- Y, cosa, 



d'où 
(4) 



( Xj r= — 6'cosa4- a'sina = <E>(a), 
1 Yi =6' sina4-a'cosa3='ç^(a); 



éimlinant a, on aura le lieu des points X^Y^ du plan 
mobile qui deviennent successivement centres instantanés, 
ou l'équation de la roulante rapportée aux axes entraînés. 
Etablissons maintenant l'équation de la roulante rapportée 
aux axes fixes, mais à une époque déterminée t^. Soient 
<^oj ^0) «0? les valeurs de a, b^ a k cette époque et Xo^y^ 
les coordonnées absolues d'un point quelconque de la rou- 
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lante à cette même époque, c'est-à-dire du point X<,Yi 
qui deviendra centre instantané à l'époque t variable, on 
a alors 

l a?o = ao 4- Xj cosao — Yj sinao, 
I jKo = ^0 H- X, sinao -h Yi cosao ; 

mais Xj et Y< sont donnés en fonction de a par les équa- 
tions (4) ; substituant dans (5) et éliminant a, on aura le 
lieu des points Xq^ yoj ou l'équation de la roulante à 
l'époque to par rapport aux axes fixes. 

41. Les équations de ces courbes étant établies, il est 
aisé de reconnaître qu'elles sont tangentes en leur point 
commun, à l'époque arbitrairement choisie t=:tQ; en 
elTel 

dXi—(a'—b")d(x, dyt — (a"-{-b')doi, 

or 

da^Q = dXi cosao — dY^ sinag, 

dyo m dXi sinao 4- dY^ cosa©, 
mais 

c?X, =( — 6''cosa-i- 6'sina-f- a'^sinaH- a'^cosa)c/a, 
dYi ^={b' çoscL-h b" sina-h a" ces a — a'sina)^a, 

ou 

é/X, := dxi cosa -h dyi sina, 
c/Y, 1^ dyi cosa — dcci sina; 

substituant et faisant t:= to^ c'est-à-dire a = ao, on a 

dxo = dXi , dyQ zrzz dy^ , 

d'où 

dy^ ___ dy^ ^ 
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ce quî prouve qu'il y a contact, et 

dso == dsi , ^1 — 5o = consl. , 

ce qui montre que les deux courbes roulent l'une sur 
l'autre. 



42. Applications. — i® Normale à la cycloide et à 
Vépicycloide. Elle joint le point décrivant au point de 
contact du cercle mobile avec la droite ou le cercle fixe. 

Quand une circonférence de rayon - roule à l'intérieur 

d'une circonférence de rayon double r, les épicycloïdes 

prennent des formes simples que nous allons rechercher. 

Tout point M de la roulante R {fig* 22) engendre une 

Fig. 22. 




droite, passant par le centre C de la base B; en effet MG 
est tangente à la trajectoire du point M, cette trajectoire 
a donc pour équation différentielle, en prenant le point C 
pour origine, 

y _dy 



X dx 



d'où j^ = ex. On le voit encore en joignant le point C à 
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un point fixe A de la base, on a 

arcMI:=-x MG'l, arcAI=:r x MCI, 

2 

d'où 

arc MI ==: arc AI; 

donc le point M de la roulante qui doit venir en A est à 
un instant quelconque sur la droite fixe CA, donc il la 
décrit. 

Tout point P de la figure, lié au cercle C, décrit une 
ellipse. Car si l'on joint C'P, cette droite coupe la roulante 
en deux points M et L qui décrivent les deux diamètres 
rectangulaires CM et CL de la base, donc les longueurs 
PM et PL étant constantes, le point P décrit une ellipse 
de demi-axes PM et PL placés sur CL et CM. 

2® Roulette du pôle P d'une spirale logarithmique 
qui roule sur une droite fixe Ox. 

Soit I le point de contact avec la base, la normale PI à 

la roulette du pôle P fait un angle constant X avec Ox^ 

d'où 

dy 

-^ = — cotangX r= c, yz:^cx-\-d\ 

le pôle décrit une droite. 

3** Les deux extrémités K et C» d'une droite de lon- 
gueur fixe KG, glissent sur deux droites Ox, Oy, fai- 
sant entre elles un angle donné, cette droite entraîne 
un plan, trouver la base et la roulante. 

Soit AC une position de la droite (fig- 28), le centre 
instantané I est à l'intersection des perpendiculaires AI et 
CI à Oy et Ox'y or l'angle AIC est égal à xOy ou à son 
supplément, donc la roulante, lieu de I dans le plan mo- 
bile, est la circonférence à laquelle appartient le segment 
capable de l'angle O, décrit sur AC, c'est-à-dire la circon- 
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férence AGIO entraînée avec AG. D'ailleurs la droite Oï 
étant un diamètre de cette circonférence est de longueur 
constante et le lieu de I dans le plan fixe ou base est une 
circonférence de centre O et de rayon double de celui 




de la roulante. Le mouvement dont il s'agit s'obtient donc 
en faisant rouler une circonférence à l'intérieur d'une 
autre de rayon double et tout point du pl'an mobile décri t 
une ellipse ou une droite. 

43. Problème. — On donne la base B et la roulette D 
que doit décrire un point M du plan mobile, trouver la 
roulante. 

Soit I le centre instantané à une certaine époque i© 
{fig. 24), le point décrivant M est alors sur la normale IM 
menée de I à la roulette D; considérons un axe polaire 
MX entraîné dans le mouvement, posons 



MI 



XMI=:6 



et cherchons la relation entre r et 0, ce sera l'équation de 
la roulante dans le plan mobile. 
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Les courbes B et D étant données, on connaît la relation 
qui existe entre le rayon vecteur r et l'angle p qu'il fait 

Fig. 24. 




avec la tangente T; on a d'ailleurs l'équation diflFérentielle 



d'où 






c/ô = ^tangp=-^tangp^p 



qui, intégrée donne Ô en fonction de p; éliminant ^ on a la 
relation cherchée entre r et 6. 



44. Appliquons à quelques exemples : 

ï** La base B et la roulette D sont deux droites. — Si 
d'un point quelconque I de la base on mène une normale 
à la roulette D, l'angle g qu'elle fait avec B est constant, 



I rd^ 



^ __ ga6 j 



c'est une spirale logarithmique ayant le point M pour pôle ; 
ce pôle décrit bien en effet une droite (n® 42, 2^). 



56 TRAITÉ DE CINÉMATIQUE. 

2® La base B est une droite OX et D la chaînette 
correspondante y = - lê^ + e^Y 

On a (/^. 25) 

sin*p sin*p 
c?ô = — langp=: — 2dp, 

d'où 6 = ic — 2^ en supposant que 6 = o pour p=-> 




c'est-à-dire que l'on a pris AO pour axe polaire quand 
M est en A. Éliminant p, on a 



a 



9.a 



r=: 



CCS 



j 6 I -h cos 6 ; 



c'est l'équation d'une parabole de foyer A; donc, quand 
une parabole roule sur une droite, le foyer décrit une 
chaînette. 



45. Enveloppe d'une courbe mobile.* — Les diverses 
positions d'une courbe C invariablement liée au plan mo- 
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bile ont généralement une enveloppe, nous nous proposons 
de chercher quel est, pour une position donnée, le point 
de contact de la courbe et de son enveloppe. 

Théorème. — Le point où la courbe mobile C touche 
son enveloppe est le pied de la normale à la courbe 
menée du centre instantané correspondant. 

Soient C et C {fig* 26) deux positions infiniment voi- 
sines de la courbe C aux époques telt-\- Atj m un point 
d'intersection de ces courbes et /n' le point de G qui vient 

Fig. a6. 




en m au temps t + A^. La perpendiculaire à la droite mm' 
en son milieu passe à la limite par le centre instantané 
(n® 36); or, à la limite, les deux positions m' et m d'un 
même point se confondent en un seul point M qui, comme 
situation limite de m, est le point où la courbe touche son 
enveloppe, et la perpendiculaire à m'm devient la normale 
à la courbe G au point M ; donc cette normale passe par 
le centre instantané. 

Corollaire. — L'enveloppe des roulettes décrites par 
tous les points d'une courbe mobile G coïncide avec l'en- 
veloppe de cette courbe. 

Il résulte, en effet, de ce qui précède que la roulette du 
point M ayant pour tangente la position limite de m'm, 
louche l'enveloppe des courbes G et, comme le point M 
varie avec l'époque considérée, les trajectoires de tous les 
points de G touchent, à des instants différents, l'enveloppe 
de ces courbes. 
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On arrive, par l'Analyse, aux mêmes résultats. Soit une 
courbe G,/(X, Y) = o, invariablement liée aux axes mo- 
biles AX, AY, les formules de transformation fournissent 
Téquation de cette courbe rapportée aux axes fixes à 
l'époque /, 

r'C'^?,/, = 0; 

cette famille de courbe aura généralement une enveloppe 
déterminée par les équations 

F::=:0, ^ == O ; 

au point M commun à l'époque tj la tangente à l'enve- 
loppe se confond avec celle de la courbe et son coefficient 
angulaire k est donné par l'équation 

dF , dF 

-r h a: 3—=: G. 

âo) ay 

Considérons une position G' infiniment voisine de la 
courbe G à l'époque t -^ dt el soit W{x -\- dx^y -\- dy')\d. 
nouvelle position de M, on a 

dF . dF . ÔF ,, 
-T-dx-\- -T-dy -\- -^dtr=^o\ 
ox ây "^ ot 

dF 
or, pour le point M, — =0, donc le coefficient angulaire 

de la tangente MM' à la trajectoire de M est le même que 
celui de la tangente à l'enveloppe; donc la tangente à 
Tenveloppe se confond avec la tangente à la trajectoire de 
M et il en est de même des normales; d'ailleurs la nor- 
male à la trajectoire du point M passe par le centre instan- 
tané, celui de la normale à l'enveloppe jouit donc de la 
même propriété. 
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46. Applications. — i** Un angle de grandeur con~' 
stante se meut dans son plan; de manière que ses côtés 
touchent chacun une courbe donnée; troui^er le centre 
instantané, pour une position déterminée. 

Les deux côtés de l'angle ayant pour enveloppes les 
deux courbes, le centre instantané est à Tintersection des 
normales aux points de contact. 

La construction précédente permet de déterminer la 
tangente à la podaire d'une courbe; cette podaire est le 

Fig. 27. 




lieu des sommets P d'un angle droit dont un côté touche 
la courbe C (/ig» 27) et l'autre passe par un point fixe O, 
c'est-à-dire est tangente à un cercle de centre O et de 
rayon nul ; le point de rencontre I de la normale MI à la 
courbe C et de la droite 01 perpendiculaire à OP est donc 
le centre instantané. On en conclut que la normale PI à 
la podaire passe par le milieu A du rayon vecteur OM. 

Examinons encore le cas où les côtés d'un angle con- 
stant APB (Jig. 28) sont assujettis à passer par deux points 
fixes A et B. Le point d'intersection I des normales aux 
droites PA et PB est le centre instantané. Le lieu du point 
P est le cercle circonscrit au triangle APB, c'est aussi le 
lieu du point ï. c'est-à-dire la base. D'ailleurs PI est con- 
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slant et égal au diamètre du cercle base. Donc la roulante 

Fig. 28. 




est un cercle de rayon double du premier et ayant son 
centre en P dans la figure mobile. 

2" Une droite se meut en restant tangente à une 
courbe A, un de ses points K décrivant une courbe C, 




construire la normale à la courbe décrite par un point 
quelconque M de cette droite. 

Le centre instantané I est sur la normale à la courbe A 
qu'enveloppe la droite et sur la normale en K à la courbe 
C que décrit ce point. 
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Cette construction s'applique à la recherche de la nor- 
male à la conchoïde ; cherchons, dans ce cas, la base et la 
roulante. Les coordonnées du centre instantané I sont, 
relativement aux axes fixes (^fig^ 29), 

a: = — IB = — OB tan§e — — a tang'e, 
y z=z OB 1= a tangG ; 

et par rapport aux axes mobiles 

a 



XrrrKO 



J 



cosô 
Y = XtangO. 

Éliminant 8, on a les équations 

y'-\-axz=: o, X* --r: a« ( X« 4- Y» ) ; 

la base est une parabole et la roulante une courbe du 
quatrième degré. 

3® Un angle droit APB se déplace de telle sorte que 
Vun des côtés passe par un point Kfixe sur la droite 
OX, et qu'un point fixe B du second côté décrive la droite 
Oy^ perpendiculaire surOx; on se donne la condition 
PB = OA et Von propose de trouver la base et la rou- 
lante de ce mouvement {fig< 3o). 

Le centre instantané I est sur la perpendiculaire AI au 
côté PA et sur la normale BI à Oy, 

L'égalité des triangles rectangles BPC, AOG entraîne 
celle des triangles rectangles CBI, GAI et par suite BI = AI, 
ce qui prouve que le lieu du point I, par rapport aux axes 
fixes, est une parabole ayant A pour foyer et Oy pour 
directrice. Si nous prenons pour axes mobiles PB et PA, 
la même égalité BI = AI nous montre que, rapporté à 
ces axes, le lieu du point I est encore une parabole ayant 
B pour foyer et PA pour directrice. 
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Ces deux paraboles sont égales comme ayant même 

Fig. 3o. 




paramètre OA = PB et elles sont symétriques par rapport 



Fig. 3i. 




à leur tangente commune CI. 

4" Un cercle C roule sur un cercle G, trousser 
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t 

V enveloppe d^ un diamètre AB du cercle C {fig' 3i). 
La droite IM perpendiculaire à AB est la normale à 
l'enveloppe cherchée et cette courbe est le lieu du point 
M. Or soit A' le point de la base qui a coïncidé avec A, 
on a lA' = lA ; mais si l'on décrit la circonférence de dia- 
mètre IC, on a aussi arc IM =^ arc lA, donc le lieu du 
point M est l'épicyloïde que l'on obtient en faisant rouler 
sur le cercle de base G' le cercle de diamètre IG, le point 
décrivant étant d'abord en A'. 

47. Mouvement relatif du plan fixe par rapport au 
plan mobile. — On réalise ce mouvement en donnant à 
chaque point du plan fixe une vitesse égale et contraire à 
celle de ce point considéré comme entraîné avec le plan 
mobile. 

Gar, entre la vitesse absolue i^, la vitesse relative Vr et 
la vitesse d'entraînement Ve^ on a la relation 

(^) = (^r)-+-((^e); 

or ici i' = o, puisque le point est fixe dans le plan fixe, 
donc 

Vr=^ — Ve. 

Gela posé, le centre instantané a une vitesse d'entraîne- 
ment nulle, il en est donc de même de sa vitesse relative et 
par suite il est centre instantané dans le mouvement 
relatif; la base devient la roulante et inversement. 

Si, dans le mouvement primitif, un point M lié au plan 
mobile décrit une courbe G du plan fixe, la courbe G dans 
le mouvement relatif paraît mobile, en passant toujours 
par le point M. 
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4. — Centre des accélérations. 

48. Lemme. — Lorsqu'une figure plane se déplace 
dans son plan, l'accélération Yb d'un point quelconque 
B est la somme géométrique de l'accélération d'un 
autre point K, arbitrairement choisi^ et de celle qu'au- 
rait B s'il tournait autour de A a\fec la vitesse angu- 
laire variable de la rotation instantanée. 

Car soient a, ôles coordonnées du point A et ^,jv' celles 
du point B; menons par A des axes rectangulaires AX, AY 
liés au plan ; on a 

d? =:= a -h X cosa — Y sina, 
y zr: 6 -f- X sina + Y cosa ; 



d'où 






Yb est donc la somme géométrique i** d'une accélération 

d^a d^b , . . ,. ,, , 

ayant pour composantes -j-j et -Ty> c est-a-direYAî2**de ce 

.1, . d^a d^b , , , 

que serait Yb SI 1 on avait -j-^ = o, -r-^ = o ; or cette double 

condition serait remplie si le point A était fixe, mais alors 
a varierait seul, le système ne ferait que tourner autour 

de A, et la vitesse angulaire serait précisément — = o), 

vitesse de la rotation instantanée. 

C. Q. F. D. 

Corollaire. — On a 

(Yb) ^ (Ya) -h (aB X ^) + ( AB X 0)*), 
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la grandeur AB x -j- étant portée sur la perpendiculaire 

à AB dont le sens où a croit et AB x co^ sur la direction 
BA^ car ces deux dernières grandeurs ont pour somme 
géométrique l'accélération de B tournant autour de A avec 
la vitesse angulaire o). 

49. Théorème. — Dans tout mouvement plan il y a, à 
chaque instant ^ un point d^ accélération nulle, et V accé- 
lération des autres points est la même que s*ils tour- 
naient autour de lui avec la vitesse angulaire variable 
(0 de la rotation instantanée» 

Soient X\ , y^ les coordonnées du centre instantané à 
répoque £, les composantes de la vitesse d'un point x^y 
du plan mobile sont alors 

dx dv 

^ = -0,(7-/,), ^=«,(a:_^,); 

celles de l'accélération sont par suite 
d^x 



dt^ 



dt^ ri^ "^y^f. ^f^y 



d}y d(ù . . ( dx dxx 

OU, en éliminant les composantes de la vitesse du point, 
d^x dbi . . , , . dyi 

d*y din . . ,. . dx^ 

égalant chacune de ces composantes à zéro, on obtient les 
équations de deux droites rectangulaires, qui se coupent 
au point d'accélération nulle. 

ViLUE. — Cinématique. 5 
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La seconde partie du théorème résulte du lemme pré- 
cédent. A cause de cette dernière propriélé, le point d'accé- 
lération nulle a reçu le nom de centre des accélérations. 

Il convient de remarquer qu'en général, les compo- 

santés -^-^ et -~^ ne sont pas nulles, car quoique le point 

x^^y^ considéré comme entraîné avec le plan mobile ait 
une vitesse nulle, il est remplacé à chaque instant par un 
autre point. Ces quantités sont donc les composantes de 
la vitesse <^, avec laquelle un point variable du plan fixe 
prend successivement les positions du centre instantané, 
c'est-à-dire de la vitesse avec laquelle se déplace sur la 
base, ou sur la roulante, le point de contact de ces deux 
courbes. 

50. Détermination du centre des accélérations, à un 
instant donné, — Portons l'origine des axes coordonnés 

Fig. 3a. 




au centre instantané I à l'instant considéré et prenons 
pour axe des x la tangente à la base, dans le sens où le 
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point de contact se déplace; on a alors, V étant la valeur 
absolue de la vitesse ç de déplacement du centre instantané, 

^1 — 0, ri=o, 

â}x diA . d}y diû 

Les coordonnées du point C d'accélération nulle (Jig. 82 ) 
satisfont donc aux deux équations linéaires 

^ day d(D ^ -. 

û>'^ 4- ^y = o, — ;r — w'j = (0 V ; 

la première représente une droite passant par le centre 
instantané, la deuxième est l'équation d'une droite cou- 
pant les axes en des points S et J tels 



de 



Remarques. — I. Si o) est constant, — = o, les équations 
du centre des accélérations deviennent 

V 

a? = o, r = = 11. 

Le centre des accélérations est alors en J et toutes les 

accélérations passent par ce point, car— étant nul, la 

composante de l'accélération perpendiculaire à MJ est 

également nulle, puisqu'elle est MJ x -j- • 

Le point J s'appelle centre géométrique des accéléra- 
tions, parce que quand il s'agit de déplacements pure- 
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meoit géométriques, c'est-à-dire où n'entre pas le temps, 
on peut supposer o) constant. 

II. Le point I du plan mobile qui coïncide avec le 
centre instantané à une vitesse nulle, mais son accéléra- 
tion ne l'est pas; on la déduit en effet des formules qui 
donnent l'accélération d'un point quelconque, en faisant 
j; 3c= o, j^ = o, il vient alors 

l'accélération du centre instantané de rotation est dirigée 
suivant la normale commune à la base et la roulante , et 
égale à — wV. Or, si l'on prend l'axe des j^ dirigé vers le 
centre de courbure O de la base^ on aura, si la roulante 
est extérieure à la base, co > o et par suite — o) V < o ; cette 
longueur devra être portée sur le prolongement de l'axe 
desjK) pour avoir l'accélération du point I. Si au contraire 
la roulante est intérieure à la base, w < o et l'accélération 
du point I devra être portée dans le sens du rayon de 
courbure de la base. Du reste, on voit immédiatement 
quel est, dans chacun de ces cas, le sens de la déviation 
du point I. 

51. Méthode géométrique. — Recherchons d'abord 
l'accélération du centre instantané, en employant les axes 
simples définis au n^ précédent; cette accélération est 
la limite du quotient par A^ de la différence géomé- 
trique des vitesses aux époques ^ et ^ + A^. Or, soient I 
et I| les centres instantanés aux époques t et t'\- A^, 
{/ig> 33) la vitesse du point I à ce second instant, est si le 
point I est venu en F, 

(;, = ((*)-f- \(ù) X IiT, 
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et cette vitesse est perpendiculaire à ItV ; d'ailleurs, à 
l'époque t, r, = o, donc 

,. (cD -f- Ato) X 1,1' ,. (i)A^ ,, 
y, = Um ==hm — = a)V, 

et cette quantité est portée à la limite sur la perpendi- 
culaire à la tangente en I, soit dans le cas de la figure 

Fig. 33. 




sur ly prolongé, ce qui revient à porter — wV sur ly, 
puisque w >> o. 

Cela posé, en nous appuyant sur le lemme primitif, 

Fig. 34. 




l'accélération Ym d'un point quelconque M(r, 8) du plan 
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mobile est {fig* 34) 

(YK) = (-<oV)-+-(a,«r)+(r^); 

projelanl sur Oa? et Oy^ on a 

Ya; — — w-rcosô -f-r--^cos(ô-f--j> 

Yy =: — û)V — <i)-rsinô -f- r -T-sm ( 6 + ~ 1 



ou ' 

. diù 

Yy =1— (D V — a)«j 4- ^ ■^; 

égalant ces quantités à zéro, on aurait le centre des accé- 
lérations. 



32. Cercle des inflexions, — Proposons -nous de 
trouver, à l'époque t, le lieu des points pour lesquels 
l'accélération est tangentielle. La composante normale de 
l'accélération de M, évaluée suivant MI, est o) V sinô + w^ r ; 
en l'égalant à zéro, on a l'équation 

(or-h- Vsinô =:o, 
ou, en multipliant par r supposé différent de zéro, 

(0 ( a?' 4- j' ) -H V j == o ; 
c'est l'équation d'un cercle tangent en I à l'axe des ^, 

1 • T V 

et passant par le pomt J, car pour ^ = o, onajK = ' 

c'est donc le cercle décrit sur IJ comme diamètre 
{Jig> 35). On l'appelle cercle des inflexions y parce que 
tous ses points ayant leur accélération normale nulle, on 
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çt (1)' /*' 

a -rj = —— = 0, ou puisque /'^o, R = oo ; donc la Ira- 

jectoire de chacun des points de ce cercle présente une 
inflexion en ce point, à Tintant considéré /, sauf au centre 



Fig. 35. 




instantané, dont la trajectoire présente un rebroussement 
normal à la vitesse V. 



53. Lieu des points dont l'accélération est normale, 
— Le lieu cherché s'obtient en égalant à zéro la compo- 
sante tangentielle de Taccélération du point M, 

/• -; (O V cosô =: o, 

at 
ou, en éliminant toujours le cas de /• = o, 



di 



iù 



(a?î -i-y) _ _ j^v^ _ o . 



c'est l'équation d'un cercle tangent à ly au point I et 



^ 
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passant par le point S qui a pour coordonnées 

coV 



J = o, X — 



11 



Remarque. — Le point G situé à l'intersection de ces 
deux circonférences est le centre des accélérations. Mais 
le point I quoique sur les deux circonférences n'est pas 
un point d'accélération nulle ; nous avons trouvé, en effet, 
que son accélération, dirigée suivant Oj^, est égale à — w V. 
D'ailleurs, dans les calculs précédents, nous avons sup- 
posé r^o, donc il n'est pas étonnant que les formules ne 
s'appliquent pas au point I, pour lequel r est nul et 6 indé- 
terminé. 

On se rend plus complètement compte de la singularité 
que présente le point I, à l'aide des considérations sui- 
vantes. Pour un point tel que M situé sur le cercle des 
inflexions, l'accélération est dirigée suivant la normale 
à IM; or si M se rapproche indéfiniment de I, la position 
limite de IM sera I^, donc l'accélération de I considéré 
comme appartenant à cette circonférence sera normale 
à \x. De même, pour un point N de la seconde circonfé- 
rence, l'accélération est dirigée suivant IN, qui, à la limite, 
devient la droite \y\ donc de ce que le point I est à la 
fois sur les deux circonférences, on ne peut tirer qu'une 
seule conclusion, savoir que la composante de son accélé- 
ration suivant Qx est nulle. 

5. — Rayons de courbure. 

54. Relation entre la vitesse angulaire et la vitesse 
de déplacement du centre instantané, -^ Soient tD la 
vitesse angulaire, V la vitesse de déplacement du point de 
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contact, R et R' les rayons de courbure de la base et de la 
roulante, on a la relation importante 



(I) 



V 



R"~R 



le signe supérieur répondant au cas où ces courbes ont 
des concavités opposées et le signe inférieur à celui où elles 
sont de même sens. On peut d'ailleurs ne conserver que 
le signe inférieur pour les deux cas à la condition de donner 
un signe à R'. 

i®^ Cas. — Coneavités opposées. Soient C la base, C'ia 
roulante {Jig^ 36), I le centre instantané à l'époque ^, 

Fig. 36. 




I, ie centre instantané à l'instant t + A^, l' le point de C 
qui vient alors en I|, I|0, FO' les normales aux courbes 
G et G'; on a 

arc IF = arc I II =: A^. 

Au bout du temps A^, FO' se place sur la direction OI« 
prolongée, par suite l'angle e de ces deux droites est celui 
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de la rotation infiniment petite du plan, puisque c'est 
l'angle des positions initiale et finale d'une même droite 
du plan aux époques ^ et / + A^ ; donc, en valeur absolue 



Mais 



d'où 



0) = lim-— • 



£ I=Z O 4- O' 



1^ — ^f^ o;\ 

A^~ A^VA^"^ àsj' 



or 



i. O I ,. O' I ,. \s ,, 

lim-— =:— , lim---m~--5 Iim---=V, 

A5 H ^s R' A^ ' 



donc 



<- = V U+in 



I I 



D'ailleurs V est une valeur absolue et w > o, puisque la 
rotation se fait de FO' vers 01, ou de O^ vers Oj^, donc 
la formule est exacte eu égard aux signes. 

2® Cas. — Concavités de même sens. Soit d'abord 
R>>R' {/ig' 37), alors la roulante est à l'intérieur et 
o)<C o. L'angle e des deux positions de O'V aux époques t 
et ^ + A^, c'est-à-dire des deux droites O'V et 0I| est 

d'où 

_£__ A£/o;;_ o_ 

A^" A^ VA5 ^s 



mais 



linii- = _o,, 
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donc 



. = v(l-^,l. 



Si R << R', la roulante est exlérîeure à la base, w >> o, il 




en est de même de ^g- — rg^> donc la même formule subsiste. 

Corollaire. — Lorsque rr — p-, est constant, ainsi 

que 'l'une des quantités V ou o), il en est de même de 
l'autre. On peut toujours supposer V^ constant quand il 
s'agit d'une construction ou d'une propriété géométrique 
indépendante des vitesses du système. 

55. Autre formule, — Le centre géométrique J des 

V 

accélérations s'obtient en portant sur ly la quantité ? 

soit donc J cette quantité susceptible de signe, on aura, sui- 
vant que les concavités seront opposées ou de même sens, 

ces deux formules sont comprises dans la formule unique 
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qui donne le point J, 

/ V III 

dans laquelle R est positif, d'après le choix de Taxe desj^, 
mais R' et J sont susceptibles de signes. 

Si, par exemple, un cercle O' roule à l'intérieur d'un 
cercle O de rayon double, la formule donne J = R, donc 
le point J se confond avec le centre O de la base ; effecti- 
vement, le cercle de diamètre 10 est celui des inflexions, 
car tous ses points décrivant des droites, le rayon de 
courbure de leur trajectoire est infini. 

56. Cas PARTICULIERS. — i** La base est une droite. 
Alors R = 00 , J =: R', le point J coïncide avec le centre de 
courbure de la roulante. Si la roulante est un cercle, on 
a le mouvement cycloïdal; le point J est au centre O du 
cercle. On pouvait le prévoir, car le point O décrit une 
ligne droite parallèle à la base, d'où il résulte qu'il est 
constamment sur le cercle des inflexions; il doit donc 
coïncider avec le point J, car le cercle des inflexions doit 
être tangent en I à la base. 

2*^ La roulante est une droite. Tout point M de 
cette droite décrit une courbe dite développante de la 
base; la base se nomme alors la développée de ces 
courbes. La droite MI, en se déplaçant, reste à la fois nor- 
male à la trajectoire du point M et tangente à la base, 
donc les normales à la développante sont tangentes à la 
développée; il en résulte aussi que le centre de courbure 
d'une développante est au centre instantané, car c'est l'in- 
tersection de deux normales infiniment voisines de la dé- 
veloppante, c'est-à-dire de deux tangentes de la déve- 
loppée. 
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Enfin on a J =:: — R; le point J est symétrique, par rap- 
port au centre instantané^ du centre de courbure de la 
développée. 

57. Centre de courbure d^une roulette, — Soient 
M(r,6) un point mobile {^fig* 38), M' sa position infini- 
ment voisine, I et I, les situations correspondantes du 

Fi g. 38. 




centre instantané, et F le point de la roulante qui viendra 
en I« ; IM et I| M' sont les normales à la roulette de M, 
aux époques ^ et f + A^ et Fintersection 0| de ces droites 
tend vers le centre de courbure de la roulette en M. 
Soient encore r<, 6 les coordonnées du point O, ; dans le 
cas de la figure r^ = — 10|, il serait +10^ si 0| était 
sur OM, au lieu d'être sur son prolongement; on a la 
relation 



(3) 
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En effet e, aogle de MI' avec sa position M'I| à l'époque 
4- Af, est l'angte de la rotation pendant le temps At, 
'ailleurs w > o, donc 



n grandeur et en signe; mais 

t = 0, -■- M, arcir = arclli — ij, 



Pour trouver la limite du second membre, décrivons de 
l comme centre, avec MI pour rayon, un arc de cercle 
3, le triangle GII' donne 

,. IG ,. sinl' 
1 r sm O 



; même le triangle I1|G| donne 



0, sinô 
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Avec un autre cas .de figure, on aurait par exemple 
,.6 ,. A5 /M O, 

^t àc \às as 

^/sin8 sin6 




ce qui conduit à la même formule. 

Corollaires. — I. En vertu de la relation 



I 
K 

on a encore la formule 



I 



T 



(4) 



I 

r 



J sinO 



II. On peut retrouver le cercle des inflexions en cher- 
chant le Heu des points M pour lesquels le rayon de 
courbure de la roulette est infini; faisant r^ = oo dans la 
formule qui précède, on a 

r = JsinÔ, 
c'est le cercle décrit sur IJ comme diamètre. 
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58. Centre de courbure de l'enveloppe d'une courbe. 
- La recherche de ce centre de courbure se ramène à 
ille du centre de courbure d'une roulette à l'aide du 
léorème suivant : 

Théorème. — Le centre de courbure de l'enveloppe 
'une courbe, en un point donné de cette enveloppe, 
t le même que celui de la roulette décrite par le 
ntre de courbure correspondant de la courbe mobile. 

Soient, en effet B et D' les positions de la courbe aux 

)0(]ues ï et / + A( [Jîg- 4o)i I ^^ ^i les centres instan- 

Fig. 4o. 




nés correspondants, 1' le point de la roulante qui vient 
I I|, E et E' les points de contact de D et IV avec 
mveloppe; lE, I) E' sont des norinales à l'enveloppe, 
>nc leur point de rencontre 0^ a pour limite le centre 
! courbure de cette enveloppe. Menons encore l'K nor- 
ale à D; à la limite, le point K de rencontre de cette 
trmale avec lE est le centre de courbure de la courbe D. 
Soient r et 6 les coordonnées polaires du point K, 
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r, et 6 celles de Oi ; on a, e étant l'angle de RF avec sa 
nouvelle position I| E' et remarquant que w > o, 



d'où 



co=zliin— -, £=:Oi + K, 

,. £ ,. A5/O, K 
iitn -— =!= hm T- ( T-^ -H T- 

^t M \^s ^s^ 

,. K sinô sinO 

A5 IK r 

,. Oi sîn6 sîn'^ 
hm -— z= — —^ ~ , 



(0 = V ( ) sin6. 



Or c'est la formule qui donne le rayon de courbure de 
la roulette décrite par le point K centre de courbure de la 
courbe mobile ; donc le centre de courbure de l'enveloppe 
est celui de la roulette décrite par le point K. 

59. Corollaires. — I. Les enveloppes de deux courbes 
parallèles D et Dj sont des courbes parallèles, car le point 
K est le même pour les courbes D et D|, donc aussi le 
point Oi et par suite les deux enveloppes ayant mêmes 
centres de courbure sont parallèles. 

II. Le centre de courbure de l'enveloppe d'une droite 
du plan mobile s'obtient en faisant /• = 00 , d'où 

— sin6r==- — =-=:—-, /\ -h Jsinô 1=0. 

Tt R R' J 

Le lieu des centres de courbure des enveloppes des 
droites du plan mobile est, à un instant donné, le cercle 
symétrique de celui des inflexions par rapport au centre 
instantané. 

L'équation de ce lieu s'obtient d'ailleurs très simple- 
ViLLiÉ. — Cinématique. 6 



l4 .■■<. 



>l. 
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ment comme suit; on a dans le triangle 0|II, {Jig* 40? 

I>0, II, 

smô sine 




d'où 

lim LOi = r j =: lim — sin6 = — sinO =: — J sinô; 

/'i + J sinô = G. 

Si r enveloppe d'une droite mobile présente un point 
de rebroussement de première espèce, le rayon de cour- 
bure étant nul pour ce point, le centre de courbure cor- 
respondant se confondra avec le point de rebroussement 
lui-même; donc ce point de rebroussement se trouvera 
sur le cercle lieu des centres de courbure des enveloppes 
qui répond au point considéré. Pour cette raison, ce lieu a 
reçu le nom cercle des rebroussements. 

Si une droite mobile passe par un point fixe, ce point 
étant centre de courbure de l'enveloppe de la droite dans 
toutes ses positions, tous les cercles des rebroussements 
passent par ce point. 
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60. Construction de Savarv, — Cette construction, 
due de fait à Euler ( ' ), donne le centre de courbure d'une 
roulette et par suite d'une enveloppe. Voici en quoi elle 
consiste. On joint le point décrivant M au centre de 
courbure correspondant O' de la roulante {fig» 4^), on 
prolonge MO' jusqu'en Q situé sur la perpendiculaire IQ 




à IM, on joint ce point Q au centre de courbure O de la 
base et l'on prolonge cette droite jusqu'à sa rencontre 
en 0| avec la normale MI à la roulette, 0| est le centre 
de courbure de la roulette du point M. 

Abaissons, en effet, O'H perpendiculaire sur IM, on a 







IQ G' H 
IM MH' 


or 








IM — r, 


OH — R'cos6, 



MH=:r — R'sine, 



( ' ) Nouveaux Commentaires de Saint-Pétersbourg, pour 1766, 
1. XI, p. 209. 



84 
d'où 
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iQ = ^ 



rR'cose 
A— R'sinÔ 



cosQ 






R 



on aurait de même, en appelant Qi le point de rencontre 
de 0| O avec IQ, 

CCS 6 



IQ.= 



c^ — - sin Ô 



d*où IQi=IQ, en vertu de la relation précédemment 
démontrée 



R-R'^U-;.)'"'' 



C.Q.F.D 



61. Construction de Savary modifiée, — Soit O4 le 

Fig. 43. 




centre de courbure de la roulette du point M {Jig. 43), 
le rayon de courbure MO, = p rencontre le cercle des 
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inflexions en un point D, tel que 

r' = 3 X MD ; 

on a en effet, en égalant deux expressions de raccéléra- 
tion normale précédemment indiquées (a®* 18 et 52), 



ci o)- r' 



= r(!)* 4- toVsinÔ, 



d'où 



r* = p f /-h — sinô j — p(r — JsinÔ) =p X MD. 



Celte propriété conduit à la construction suivante du 
centre de courbure 0| : on joint le point M au point J et 
l*on prolonge cette droite jusqu'à sa rencontre en Q avec la 
perpendiculaire IQ au rayon IM, puis par le point Q on 
mène une parallèle à IJ jusqu'à sa rencontre en 0^ âVec 
MI, 0| est le centre de courbure cherché; car 

MO,MQ_ r 
r ~" MJ "" MD' 

d'où 

MO, = p. 

La connaissance des seijls points I et J fournit donc le 
centre de courbure de toutes les roulettes. 

Remarque. — Cette règle peut encore se déduire de la 
construction de Savary, si l'on observe que la base et la 
roulante n'entrent dans l'équation qui définit le centre de 

courbure que par la différence -^ — vr,y or 

I I I I I 

donc on peut faire la construction de Savary avec une 
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base de rayon infini, c'est-à-dire une droite et le cercle de 
rayon J, soit un cercle ayant J pour centre et de rayon 
double de celui des inflexions. Cela revient à opérer 
comme si le mouvement résultait du roulement sur une 
droite, de ce cercle, qu'on appelle cercle de roulement, et 
la construction de Savary appliquée au roulement de ce 
cercle sur Ox^ conduit à la règle précédente. 

» 

6* — Applications géométriques. 

« 

62. Problème. — Connaissant les centres de courbure 
des roulettes décrites par deux points M e^ N d'un 
plan mobile, trouver le centre instantané de rotation I 
et le centre géométrique J des accélérations. 

La recherche de ces points repose sur la propriété 
suivante : 

Lemme. — L'axe radical du cercle de centre M et de 
rayon MI et du cercle décrit sur le rayon de cour- 
bure M0« de la roulette comme diamètre, passe par le 
point J. 

Soit, en effet, j le point où cet axe radical coupe la 
droite IM {fig. 44 )î ^^ ^ 

My xMO, =MF' = Mr, 



ou, en posant \j - y. 




{r—j){r—r^) — r'^ ou 


— 


d'où 




I I 
y ri 


I 

"7^ 



rri —jr-\-/ri=o 
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mais on a aussi 
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ii en résulte 



JsinÔ /*, r 



y zz: Jsinô, 




c'est-à-dire que 7 est la projection de J sur MI, donc l'axe 
radical passe par J. 

Cette démonstration suppose que les deux cercles se 

Fig. 45. 




coupent, il est aisé de reconnaître qu'elle subsiste encore, 
dans le cas contraire; prenons M pour origine et M0< 
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>ur axe des x, les cercles onl pour équations (Jtg- 4^) 
w* -hy' — iAl ^^o, X* -i-y* — X X MOi i^ o, 

où l'axe radical 

Mi' — JT X MO, = My X MO, = (y' — r) (;-, — r) : 

I, si c'est I, qui est centre iastantaaé, 
MÏ| = (-7 + r}(r-r,); 

sst la même relation que précédemment. 

REMARQdB. — Cette propriété nous fournit une dé- 
onstratîon purement géométrique de la relation 

Ml' = MO, X MD 

1 n" 61 ; il résulte, en effet, de ce lemme que le point j 
l l'intersection du cercle des inflexions avec la droite 
O,, c'est-à-dire qu'il se confond avec le point D et que 
ir suite l'équation 

Mi'=^MO, xMy" 

est autre que la précédente. 

Cela posé, connaissant les rayons de courbure M0( et - 
Dg des roulettes de deux points, on aura d'abord le 
lint I intersection de ces deux normales; on construira 
suite l'axe radical des deux cercles relatifs au point M , 
qui donnera une première droite sur laquelle se trou- 
ra le point J; le point N en fournira une seconde et 
point J sera à leur intersection. Ayant les points 1 et J, 
L pourra trouver le rayon de. courbure d'une roulette 
lelconque. 
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63. Au lieu de se donner un point M et le centre de 
courbure 0< de sa roulette, on peut se donner une courbe 
mobile et son enveloppe, car alors le centre de cour- 
bure K de la courbe mobile et celui Oj de son enveloppe 
sont dans les mêmes conditions que M et 0|. Toutefois 
la construction est en défaut si )a courbe mobile est une 
droite, car son centre de courbure K est à l'infini et les 
deux cercles deviennent des droites perpendiculaires en 
I et O2 à la droite lOa normale à la courbe enveloppe. 
Dans ce cas, il suffit de remarquer que le point L symé- 
trique du centre de courbure Oa par rapport au point 1 
est sur le cercle des inflexions, donc J sera sur la perpen- 
diculaire en L à IL, et cette droite remplacera alors Taxe 
radical. 

64. Centre de courbure de V ellipse. — Considérons 
Pellipse décrite par un point M d'une droite AB {fig> 46 ) 
dont les extrémités s'appuient sur deux droites rectangu- 
laire 0;r et Oy\ le point I est le centre instantané. Le 
point A décrivant une droite, le centre de courbure est 
à l'infini sur la normale et le cercle décrit sur le rayon de 
courbure comme diamètre est l'axe des x^ cette droite 
est aussi Taxe radical relatif au point A; il en est de 
même de Oy pour le point B, et le point J se confond 
avec l'origine O. On arrive immédiatement à cette con- 
séquence en remarquant que A et B sont des points 
d'inflexion pour leurs trajectoires, donc ces points appar- 
tiennent à la circonférence des inflexions qui, de plus, 
passe en L Appliquant alors la construction de Savary 
modifiée, on a le centre de courbure O^ de l'ellipse décrite 
par le point M. 

On peut encore obtenir le centre de courbure d'une 
ellipse à l'aide du tracé suivant. 
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Soit P le point où la normale IM rencontre Taxe des x^ 
élevons en ce point une perpendiculaire PH sur IM, puis 
menons par H où elle rencontre OM, une parallèle à Oy, 

Fig. 46. 

y 




! / 



nous obtiendrons sur MI le centre de courbure 0<. Pour 
justifier cette construction, il faut démontrer que 

Ïm'z=MOiXMD, 

D étant le pied de la perpendiculaire abaissée de J sur IM. 
On a en efTet 

MD_ MJ_ MK 

MP ~ MH "" MOj ' 



d'où 



or 



d'où 



MOixMD = MPxMK; 

MK MB MPMA 

MI "~MA' MI ~"MB' 



MI =z MP X MK r= MOi X MD. 



C.Q.F.D. 
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Remarquant que IM est la normale en M à l'ellipse, on 
appliquera sans peine cette construction au cas d'une 
ellipse tracée. 

63. Centre de courbure de la conchoïde. — Le point 
O est le centre de courbure de l'enveloppe de la droite 

Fig. 47. 




mobile MB {Jig. 47)? donc son symétrique L par rapport 
à I donne un point de la circonférence des inflexions ; on 
en connaît d'ailleurs deux autres, le point B et le centre 
instantané I. Le point J est donc à l'intersection de LJ 
perpendiculaire sur 01 et de la droite fixe AB. Connais- 
sant J, il suffit d'appliquer la construction générale. 

Recherchons le lieu des points d'inflexion de toutes les 
conchoïdes; soit M un de ces points, le quadrilatère 
LIBM sera inscrit dans le cercle des inflexions, ce qui 
donne 



OMxOB=:OIxOL = 20I , 



or 



OM = r, OB=z 



a 
cosb 



/-.T r^n, A «sin6 
OI=iOB X tango = r-, 



. * 
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de sorte que réqualion précédente devient 



ra 
cosô 



aa'sin'ô 
cos*Ô 



ou 



r cos'Ô:= 2asin'ô. 



ou enfin 



j?' =z 2 ay^ ; 



le lieu cherché est une parabole semi-cubique. 



ROULEMENT DE DEUX G0URRE8 SYMETRIQUES. 



66. Prenons pour base du mouvement une courbe 
quelconque C {fi%» 48) et pour roulante la courbe symé- 




trique C relativement à leur tangente commune IT, la 
roulante et la hase resteront dans le mouvement, symé- 
triques par rapport à la tangente commune; en effet, 
les deux courbes G et C sont égales et superposables par 
rotation de G' autour de IT, si donc G" est- une position 
quelconque de G' et I^ le point 4^ G' qui était en I dans 
la position initiale, les courbes se toucheront au point F 
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représentant deux points correspondants de C et C, en 
vertu de l'égalité des arcs IF et I| F, donc ces deux courbes 
devront pouvoir coïncider par rotation de G' autour de la 
tangente FT', ce qui exige qu'elles soient symétriques 
par rapport à cette droite. 

Les roulettes des différents points de la figure mo- 
bile seront semblables aux diverses podaires de la 
ba^Cj car si P est un point quelconque du plan fixe, 
Q son symétrique par rapport à IT, dans le plan mobile C, 
lorsque C viendra en C", Q viendra en Q' symétrique 
de P relativement à FT'; or le lieu des points K' est 
la podaire de la base relative au point P et comme 
PQ'=r2pR', Q' décrit une courbe semblable à cette 
podaire. 



Enfin la relation 



I T î 



donne en vertu de la condition 



R'r^^R, J = ~-, 



2 



donc le point J est au milieu du rayon de courbure de 
la roulante. 

67. Considérons, par exemple, le mouvement défini 
par le déplacement d'un angle droit APB dont un* côté 
passe par un point A fixe sur la droite Ox (n® 46, 
i^'ifig. 3o), tandis qu'un point B du second côté décrit la 
droite Oy^ avec la condition OA = PB = a; on a vu que, 
dans ce cas, la base du mouvement est une parabole dont 
A est le foyer et Oy la directrice et la roulante une pa- 
rabole égale ayant le point B pour foyer et PA pour dire- 



r.'v 
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trice, ces courbes sont d'ailleurs symétriques par rapport 
à la tangente commune IC et elles ont respectivement 
pour sommets les points S et S' tels que 

OS = PS'=:-. 

2 

D'après ce qui précède, le point S' décrira une courbe 
semblable à la podaire de S par rapport à la base, car S et 
S' sont symétriques relativement à la tangente IC, donc S' 
décrira une cissoïde. La podaire du pied O de la direc- 
trice étant une strophoïde, son symétrique P décrira une 
strophoïde. 

68. Centre de courbure de la parabole. — Regardons 
cette courbe comme étant la base du mouvement précé- 
demment défini; nous connaissons deux points I et B du 
cercle des inflexions {fig- 49)? ^^ plus J doit se trouver 
sur la normale à la courbe, il est donc au point de ren- 
contre de cette normale avec la directrice, et le centre de 
courbure O de la parabole s'obtient en prenant 10 = 2IJ, 
en sens contraire de cette droite IJ. 

Cette construction peut être dirigée comme suit en se 
fondant sur l'égalité des triangles rectangles JBI et J'AI : 
joindre le point I considéré au foyer A de la parabole, 
mener en A la perpendiculaire à ce rayon vecteur jusqu'à 
sa rencontre en J' avec la normale à fa courbe et doubler 
la longueur IJ'. On arrive directement à cette dernière 
construction si l'on remarque que la circonférence des 
rebroussements passe par I et le point fixe A et qu'elle 
admet par suite IJ' comme diamètre. 

Ce qui précède permet de construire le rayon de cour- 
bure de la roulette décrite par un point quelconque du 
plan d'une parabole/ qui roule sur une 'de ses tangentes; 
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prenons en particulier le foyer A, 11 suffira, en appliquant 
la construction de Savary, de mener AO jusqu'à sa ren- 
contre en Q avec une perpendiculaire à lA et de mener 
par Q une parallèle à 10 qui rencontrera la normale lA à 
la roulette du foyer au centre de courbure de cette roulette. 

Fig. 49- 




Il est aisé de reconnaître qu'on tombe ainsi sur le point 
G tel que IC = 2 lA, car de Fégalité des triangles rec- 
tangles AIQ et AGO on conclut que IQ est égal et parallèle 
à CO, donc la figure IQCO est un parallélogramme et QC 
est parallèle à 10. La roulette du foyer a donc son rayon 
de courbure AG égal et de sens contraire à sa normale AI, 
ce qui est une propriété caractéristique de la chaînette; 
nous retrouvons ainsi le résultat obtenu Indirectement au 
n« 44, 2^ 



E CINËHATTQtlE. 



i ROULETTE DÉCRITE F 



ii, dans un mouvement plan, toul point décrit une 
; fermée, le mouvement du plan mobile est néces- 
ïnt périodique, c'est-à-dire qu'au bout d'un certain 
le système reprend sa position initiale. Dans les 
!s de tranformation 

x-=.a -i-Xcosa — Ysinn, 
j ;= t -h X sina -h Ycosa, 

ipposerons que lorsque u, a augmenté, par exemple 
l'origine mobile (a, &) a repris sa position initiale, 
dire que a et & sont des fonctions de a admettant 
de ait. 

pour expression de l'aire de la roulette décrite 
point {x,y) 

A= W {xdy—ydx-)\ 
jn prend a comme variable, 

dx^ (~-Xsin«-Ycosc;)rfa, 
dy^ ('^-HXcosa-YsincJrfif; 



ix-.i 



d% d: 

4-[(Xcosa -Ysini:t)= + (Xsina+Ycosa}*]rfa 

°V.. 



■.(> 
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70. Corollaires, — I. Le lieu des points X,Y du plan 
mobile qui engendrent des roulettes de même aire donnée 
A, est un cercle, et son centre est indépendant de Taire A ; 
donc, pour diverses valeurs de cette aire, on obtient des 
cercles concentriques. 

L'équation de l'un de ces cercles peut s'écrire 

2TT (X — Xo)- -H 27r (Y — Yo)^ == 2 A -h K, 
et son rayon r est donné par la formule 

, A K 

TZ 271 

IT. Soit un second point Mi situé à la distance r< du 

Fig. 5o. 




centre commun Co {fig* 5o); on aura pour ce point 



r\^ 



A, K 



TT 



271 



d'où 

A~Ai=7r(r»-rî); 

or MM, coupe le cercle de rayon r en un second point M 
et l'on a, en posant MM, = g^ M'M, = A, 

r^ = A* 4- r\ -\-2hr^ cosCq MjM, 
ViLUÉ. — Cinématique. 7 
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d'où 

r^g^h)-=g^h-^-h}g^r\{g-^h) 

ou 

r^ — r\=z gh 

et enfin 

A — Aj = -Kgh, 

III. Considérons une courbe fermée G {fig* 5 1 ) et une 
corde MM' de longueur constante, soient M^ un point fixe 

Fig. 5i. 




sur cette corde, situé à la distance ^ de M et A de M', et Ci 
la courbe décrite par ce point quand MM' se meut; les 
points M et M' engendrent la même courbe d'aire A, si 
donc A| est l'aire entourée par le lieu de M, , on aura pour 
expression de l'aire annulaire comprise entre G et C| 

A — Ai=Tzgh', 

elle est indépendante de la courbe G. 
Gette remarque est due à Holditch. 



CONDITION POUR QU'UNE ROULETTE PRÉSENTE 
UN REBROUSSEMENT. 

71. Il y a rebroussement de la trajectoire d'un point 
quand sa vitesse passe par zéro, car alors la projection de 
la vitesse sur un axe quelconque change de signe et par 
suite le mobile rebrousse chemin ; or, si I est le centre 



■ 
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instantané, la vitesse d'un point M a pour expression 
IM X tt) et pour qu'elle soit nulle il faut que IM = o ou 
G) = o. 

1° IM=:o, le point M coïncide avec le centre instan- 
tané, ce qui a lieu successivement pour les divers points 
de la roulante; la tangente de rebroussement est normale 
à la base. 

2® <i) = o ; de la relation 



(1) 



R R' 



on déduit R = R', c'est-à-dire que le centre de courbure 
de la roulante coïncide avec celui de la base. Ces deux 
courbes sont alors osculatrices et toutes les trajectoires 
présentent simultanément un point de rebroussement. 
On peut se demander dans quels cas ces rebroussements 




sont de première ou de seconde espèce. Pour le voir, cal- 
culons le rayon de courbure correspondant M0< ; on a 

(/^. 52) ^ ^ ^ 

__ MÎ*_ Ml' _ Ml' 

* "■ MD "^ MI — ID — MI — IJ sin 6 ' 






1 



F: 
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mais si w = o, IJ est infini et MOi nul, on a donc en 
général des points de rebroussement de première espèce. 
Cependant si = o, c'est-à-dire si le point M appartient 
à la tangente Ix, l'expression précédente prend une forme 
indéterminée; on vérifie alors que le rayon de courbure 
est fini, ce qui prouve que le rebroussement est de deuxième 
espèce. Si, par exemple, la roulante est une droite et qu'elle 
devienne osculatrice à la base, cette courbe présentera un 
point d'inflexion; la trajectoire d'un point quelconque de 

Fig. 53. 





la tangente d'inflexion aura un rebroussement de seconde 
espèce, puisqu'elle ne sera autre que la développante de 
la base (Jig- 53); il n'y a d'exception que pour le point de 
contact I dont la trajectoire n'a pas de rebroussement. En 
général, si la base et la roulante deviennent osculatrices, 
toutes les roulettes ont des rebroussements de première 
espèce, si l'on excepte les points de la tangente commune 
qui ont des rebroussements de seconde espèce. 



DU GLISSEMENT. 



72. Une courbe mobile C restant toujours tangente 
à une courbe fixe C, on dit qu'il y a glissement simple 
lorsque le même point de G vient occuper successivement 
les divers points de C. Il y a roulement compliqué de glis- 
sement, ou plus simplement glissement lorsque le point 
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de contact change à la fois sur les deux courbes, mais sans 
que les arcs décrits parle point de contact sur ces courbes 
soient égaux. 

Soient I et A les points de contact aux époques f et ^ -f- A^, 
{fis* 54) A' le point de G' qui doit venir en A, on appelle 
vitesse de glissement la quantité géométrique 



V^^liD^TT-i 



A/A 



il est aisé de reconnaître qu'elle est dirigée suivant la tan- 
gente commune aux deux courbes G et G' et égale à la diffé- 

Fig. 54. 




rence des vitesses de déplacement du point de contact sur 
chacune de ces courbes. En effet, dans le triangle AIA', 
A'A est au moins égal à la différence des infiniment 
petits du premier ordre lA et lA', A'A^IA — lA'; d'ail- 
leurs si de I comme centre avec lA' comme rayon on décrit 
Tare de cercle A'B, A'A est au plus égal à la somme 
AB -f- A'B, or AB = lA — lA' est du premier ordre et l'arc 
A'B du second, donc en négligeant les infiniment petits 
du second ordre, ce qui est permis si A'A est du premier 
ordre, c'est-à-dire s'il y a glissement, on aA'A^IA — lA'. 
De ces deux inégalités il résulte que 

AA=iIA-TA, 
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d'où, en divisant par A^ et passant à la limite, 

V — V — V 



D'ailleurs 



smA 



ce qui exige, puisque A'A et lA' sont de même ordre, que 
l'angle A ait son sinus infiniment petit ou que la droite 
A'A ait la même direction limite que lA. c.q.f.d. 

73. Glissement d'une courbe mobile sur son enve- 
loppe. — Soient (/î^. 55) : 

C et G' la base et la roulante, 

D et D' deux positions infiniment voisines de la courbe 

et E son enveloppe, 
M et M' les points de contact aux époques t et t-}- Ity 

Fig. 55. 




I et I| les centres instantanés correspondants, 
M^' le point de D qui doit venir en M'. 

II n'y a pas roulement de D sur E, car autrement D 
serait la roulante et E la base et il y aurait deux points M 
et I de vitesse nulle. 



r 
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Le glissement est ici, par définition 



liai 






lim ('j^r = t'^ = 0) X IM = V ( rr — — ) X IM. 



»' 



DE L EPIGYCLOIDE. 



74. L'épîcycloïde est la courbe décrite par un point 
du plan d'un cercle mobile qui roule sur un cercle fixe. 
On distingue trois espèces d'épicycloïdes : 

I ® Les épicycloïdes ordinaires décrites par les points de 
la roulante. 

2® Les épicycloïdes raccourcies fournies par les points 
intérieurs à la roulante. 

3° Les épicycloïdes allongées provenant des points exté- 
rieurs à la roulante. 



73. Coordonnées d'un point de Vépicycloide. — 
Soient O le centre du cercle fixe, O' celui du cercle 

Fig. 56. 




mobile et M un point de la figure mobile {fig* 56). Si nous 
considérons le rayon O'B passant par M, on exprimera 
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y a roulement par la condition 

arc lA — arc IB. 

:nons pour axe desj' la droite OA, pour axe des xie 
itre perpendiculaire et désignons par R et R' les 
s des cercles O et O', R' étant pris positivement 
le les deux cercles sont tangents intérieurement; 

is 

e — O'OA, ç^BOi et a = 0'M, 

st inférieur à la valeur absolue de R' la trajectoire de M 

ne épicjcloïde raccourcie, si a est égal à R', l'épi- 

ide est ordinaire, enfin elle est allongée pour a supé- 

àR'. 

condition arc lA = arc IB est exprimée par 



d'ailleurs, en projetant Vcontour OO'M sur les axes 
pelant K le point de rencontre de MO' avec OX, 

a; = 00' X cosO'Oa; — O'M X cosOKO', 
y = 00' X cosO'Oj -F O'M X cosO'HO 

ir=CR— R')3ine — «siD(e + 9), 
^— {R — R')cos9 — flcos(9 -1-9). ' 



latLon Rô + R'ip^ o donne alors -t- œ ^ ke, et les 
.onnées x ely deviennent 

jT =: -- kR' sin S — a sinkQ, 
y = — kR'cosO — acoskS. 



r 
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76. Points de rebroussement ou d'inflexion. — Pour 
qu'il y ait rebroussement, il faut que le point M puisse 
veair dans une certaine position de la figure mobile, coïn- 
cider avec le centre instantané, ce qui n'est possible que 
pour les points de la roulante ; donc les épicycloïdes ordi- 
naires ont toujours un point de rebroussement et sont 
seules à en avoir. 

La trajectoire de M présentera un point d'inflexion si 
le point M peut venir sur le cercle des inflexions dont le 
diamètre J est donné par la formule 

_I — i_ JL T— ^^' 

J n'est positif que si R > R' > o. Si, par exemple, les cir- 
conférences sont extérieures et que l'on pose R' = •— r , 
on aura 

Rr 



- J = I J = 



K 



IJ est inférieur au plus petit des deux rayons R et r et il 
y aura inflexion si r — \i <ia<C r^ car alors la circonfé- 
rence de centre O' et de rayon a rencontrera le cercle des 
inflexions; dans le cas des cercles extérieurs, les épi- 
cycloïdes raccourcies sont donc les seules pouvant avoir 
des points d'inflexion. 

Pour que la tangente en un point M passe parle centre 
O du cercle fixe, il faut que ce point M se trouve sur la 
circonférence décrite sur 01 comme diamètre, ce qui exige 
que l'on ait, si les circonférences sont extérieures, 

r<a<R-|-r; 

cela ne peut se présenter que pour les épicycloïdes 
allongées. 
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77. Formes particulières de Vépicycloide, 

i*»a = o, répicycloïde se réduit à un cercle. 

2® R' = 00 , la roulante devient une droite et ses diffé- 
rents points décrivent des développantes de cercle. 

3® R = 00 , la base est une droite et les roulettes des 
cj'cloïdes ordinaires, allongées ou raccourcies, et ces der- 
nières onttoujoui's des points d'inflexion. 

4** R'= — j les épicycloïdes ordinaires se réduisent à des 

droites et les autres variétés à des ellipses. 

5® R'= — R, on obtient pour trajectoires des limaçons 
de Pascal. En effet, la base et la roulante étant symé- 
triques par rapport à la tangente commune, les roulettes 
sont semblables aux diverses podaires de la base ; or la 

Fig. 57. 




podaire d'un cercle G relativement à un point quelconque 
P {fig' 57) est un limaçon de Pascal, car si Ton décrit un 
cercle sur PO comme diamètre et qu'on abaisse PK per- 
pendiculaire sur une tangente quelconque au cercle C, 
on aura 

PK zn: PA -h AK = PA 4- R ; 

le lieu des points K s'obtient donc en prolongeant d'une 
longueur constante R, les rayons vecteurs du cercle de 
diamètre PO. 
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Si Je point décrivant est sur la roulante, P est sur la 
base et le limaçon est une cardioïde. 

6° R'=2R,les trajectoires sont encore des limaçons 
de Pascal. 

Soient, en effet, un cercle C ^fig- 58), de centre O' rou- 
lant sur un cercle fixe intérieur C, de centre O et de 
rayon moitié moindre, I la position initiale du point de 
contact, P le point décrivant et M le point où le rayon 




PO' coupe la circonférence C; le centre O' décrira le 
cercle C et si 0^'est sa position au temps ^, le centre instan- 
tané sera en Y à l'autre extrémité du diamètre 0"0I ; cher- 
chons l'angle correspondant ô de la rotation. La formule 



' R R' 



donne ca = — n > or, sans changer la forme des roulettes, on 

peut supposer constante la vitesse V de déplacement du 
centre instantané, ce qui entraîne o) = constante, alors 



V^ IF O'O'' 
2R 2R 2K 



et la droite MO"^ fait précisément avec MP l'angle qui a 
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pour mesure — pr- ; donc le rayon P'O" passe par le point 

fixe M et comme PO' est constant, la roulette de P est 
une conchoïde de cercle ou limaçon de Pascal, On obtient 
d'ailleurs la variété cardioïde du limaçon de Pascal si le 
point décrivant est sur la roulante. 

La considération des mouvements relatifs (n° 47) con- 
duit plus élégamment au même résultat. Soit, en effet, le 
cercle G roulant sur le cercle G' de rayon double, le mou- 
vement du plan fixe relativement au plan mobile sera celui 
de G' sur G, que nous étudions, et puisque dans le mouve- 
ment réel le point M décrivait le diamètre AB, la droite 
PO'M du plan fixe paraît pivoter autour du point M de la 
circonférence G, qui paraît fixe, tandis que le point 0' 
semble décrire cette circonférence ; le point P paraît donc 
décrire un limaçon de Pascal, puisque la distance PO' de 
deux points du plan fixe est constante. 

78. Centre de courbure de V épicycloïde ordinaire» — 
Appliquons la construction de Savary. Soit M le point 
décrivant {fig» Sg); menons MO', d'où le point Q sur la 
perpendiculaire IQ à IM; joignons QO, on a le point 0| 
sur la normale MI, qui est le point cherché. 

Le lieu du point 0< est une épicycloïde ordinaire, car, 
les droites QA et IM normales à IQ étant parallèles, les 
deux triangles OOi I et OQA sont semblables et donnent 

00, _ 01 _ R _ 

OQ "ÔÂ'-'H-aK'"^''''''' 

donc le point 0| décrit une courbe semblable à la trajec- 
toire du point Q, c'est-à-dire une épicycloïde ordinaire, 
puisque le point Q diagonalement opposé à M est fixe sur 
la circonférence mobile. 
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On a aussi 

00, 10, 10, R 



109 



d'où 



OQ " AQ"" IM ""R — 2R'' 
2(R — R') 10, -+-IM MO. 



R— 2R' 
MO, 



IM 



IM ' 



donc le rapport -^rjT^ est constant. 




Dans le cas de la développante de cercle R' =: 00 , par 

suite 

MOi 



MI 



= i; 



donc le centre de courbure est au centre instantané. 
Dans le mouvement cycloïdal R est infini, donc 

MO, 



MI 



= 2; 



on obtiendra le centre de courbure de la cycloïde en pro- 
longeant la normale MI d'une longueur égale à elle-même. 
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5iR'=-,0( esl rejeté à l'infini, dans ce cas l'épi- 
■\dide se réduit à une droite. 



n f • T>i T, MO, 3 

Enfin SI K^ ^ an, -rn- = ô* 

' Ml 3 

79. Enveloppes de diverses lignes invariablement 
es à la figure mobile. — i" L'enveloppe d'un diamètre 
cercle mobile est un épicycloïde ordinaire, (n''46,4")- 
i" L'enveloppe d'une développante d'un cercle concen- 
^ue à la roulante est une développante d'un cercle 
icenlrique à la base. 
Soit, en effet, A' le cercle concentrique à la roulante 




[ ie point où une développante de ce cercle 
iche son enveloppe, pour la position C de la roulante ; 

est normale à la développante mobile et à son enve- 
ipe et par suite cette droite est tangente au cercle A'; 
plus la perpendiculaire OB abaissée de O sur cette nor- 
ile est constante, en vertu de la similitude des triangles 
l'B' et lOB, donc les normales aux différents points de 
nveloppe d'une développante du cercle A' sont tangentes 
cercle fixe A de rayon OB, et par suite celle enveloppe 

une développante du cercle A. 
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80. Longueur de Varc de Vépicycloide ordinaire, 
— L'angle de la droite mobile BO' {fig* 56) avec la 
droite fixe Oy étant égal à -i- 9, l'élément d'arc décrit dans 
la rotation instantanée par le point B est 

^5 = IB X e/(cp-h6); 
or 

IB = -.2R'sin-, 

2 

et, comme il y a roulement, on a la relation 



donc 



R' 

RÔ=: — R'cp, rfe — — — ûfcp, 

ds=. — 2 RM I — -^ j sin - û?9 

S r= 4R ( I — ^ ) cos- -h consl. 

L'arc compris entre deux points.de rebroussement con 
sécutifs est 

.= [4R'(.^^)co.|]"=-8R'(,-| 

Pour la cycloïde R est infini, donc l'arc de cycloïde est 
égal à huit fois le rayon du cercle générateur. 

La cardioïde s'obtient en faisant R' = — R, (ou encore 
R'= 2R) la formule précédente donne 5=:= 16R, donc 
l'arc de cardioïde est double de l'arc de cycloïde. 
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CHAPITRE III. 



VEMBNT D'UN SYSTÈHE INVARIABLE 
AUTOUR D'UN POINT FIXE. 



1. — Axe Instantané de rotation. 

int d'aborder l'étude du mouvement d'un solidi? 
le invariable dans toute sa généralité, il convient 
;r le cas particulier où le corps présente un point 
ide géométrique de ce mouvement repose sur le 



ME. — Dans le mouvement d'un solide autour 
ii fixe, il existe à chaque instant une droite 
ce point, dont tous les points ont une vitesse 
les vitesses de tous les autres points du corps 
lémes que si le solide tournait autour de cette 
'l'on appelle axe instantané de rotation. 

)rème est dû à Enler et à d'Alembert ; ce dernier 
mduit en étudiant le mouvement de précessio». 
émontrerons d'abord le lemme suivant : 

— On peut faire passer un solide qui présente 
fixe, d'une position à une autre, en le faisant 
lulour d'une droite passant par le point fixe. 
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Du point fixe O, avec un rayon égal à Tunité, décrivons 
une sphère que nous supposons fixe, et soient A et B 
kfië' ^ ^ ) d^^^ points de cette sphère invariablement liés au 
solide ; ils resteront constamment sur la sphère, et leurs 
positions à un instant quelconque détermineront celle du 
triangle AOBlié au solide et, par conséquent, celle du solide 
lui-même ; il suffit alors d'étudier le déplacement sur la 

Fig. 6i. 




sphère des deux points A et B ou de Parc du grand cercle 
AB de longueur constante. 

Soient donc AB, A'B', deux positions de cet arc, joi- 
gnons AA', BB' par des arcs de grand cercle et élevons 
sur leurs milieux H et H' des arcs de grand cercle HI, H'I 
qui leur soient perpendiculaires, soit I leur point de ren- 
contre ; les deux triangles AIB, A'IB'équilatéraux entre eux 
sont égaux, donc il en est de même de leurs angles en I 

AlB=iA'IB-, 
d'où, ajoutant l'angle BIA', 

AIA' == BIB' = a. 

♦ 

Donc, si l'on fait tourner la première figure de l'angle a 

ViLUÉ. — Cinématique. 8 
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autour du rayon 01 de la sphère, A viendra en A', B en B' 

et le solide aura passé de la première position à la seconde. 

Il pourrait se faire que les arcs de grand cercle 111 et H'I 

coïncidassent; dans ce cas, à cause de la svmétric, BA et 

Fig. 61. 




B' A' vont se rencontrer sur ce grand cercle en I (yï^. 62). 
on voit qu'il suffît alors de faire tourner la figure d'un 
angle convenable autour de 01. 

Appliquons ce lemme à deux positions infiniment voi- 
sines du système aux époques t et t -\- ^t el soient A et A' 

Fig. 63. 




{/ig. 63) les positions correspondantes d'un même point. 
01, l'axe de rotation et K, le centre du cercle que décri- 
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raît A dans la rotation autour de 0I|. Pour calculer la 
vitesse v de A. dans le mouvement réel, on peut remplacer 
l'arc ACA.' de trajectoire par l'arc de cercle AA' de centre 
K|, qui a même corde, et l'on aura 

(^=ihm AKi X -jr-; 

soient alors 01 la position limite de OI4 quand A^ tend vers 
zéro, et r la distance AK du point A à la droite 01. Posons 

a) = lim-— , 
A^ 

il vient 

o> ayant, comme Aa, la même valeur pour tous les points à 
une époque donnée, mais variant généralement d'une 
époque à l'autre. En outre, la droite AA' est une perpen- 
diculaire au plan mené par son milieu et la droite 01 1, 
donc à la limite la vitesse (^ est une perpendiculaire au 
plan mené par le point A et l'axe instantané OI. 

Tout se passe donc, au point de vue des vitesses, comme 
s'il y avait rotation du solide à l'époque ^, autour de 01, 
avec la vitesse angulaire to. 

Corollaire, — Les plans normaux aux vitesses, c'est-à- 
dire aux trajectoires des différents points du système à un 
instant donné, passent tous par une même droite 01. 

82. Remarques. — I. On appelle pôle instantané le 
point I d'intersection de la sphère avec l'axe intantarié; 
par ce point passent les arcs de grand cercle normaux aux 
trajectoires sphériques des différents points de la sphère. 
Autrement dit, les normales sphériques concourent en un 
même point qui est le pôle instantané 1. 
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. L'axe inslantané 01 change géaéralemeDt de siiua- 

à chaque instant dans l'espace; il en est alors de 
le dans le solide. Car si 01 et CI, soqI deux positions 
iment voisines de l'axe instantané, ce n'est pas la 
;e 01 du corps qui sera venue en 0I( , puisque 01 était 

mais bien une autre droite OI' de ce solide. 
[. L'axe instantané du mouvement diurne est variable 

la Terre ; ce n'est donc pas toujours le même point de 
srre qui est le pôle. On démontre que ce pôle instan- 

décrit sur la surface terrestre une circonférence de 
7 de rayon. 

(De Saint-Gemiain. — Exercices de Mécanique, p, i8i.) 

. Étude analytique du mouvement d'un solide qui 
znte un point fixe. — L'étude géométrique de ce 
cernent, «jue nous avons faite, est incomplète, en ce 
qu'elle ne nous permettrait pas de calculer la rota- 
à laquelle ce mouvement peut se ramener dans des 
nstance» déterminées. 

r le point fixe O faisons passer trois axes rectangu- 
i fixes Ox, Oy et O^ et trois autres axes rectangulaires 
OY, OZ invariablement liés au corps, entraînés avec 
t formant un Système direct comme le premier. Un 
. M du corps a des coordonnées fixes X, Y, Z et des 
lonnées absolues x,y, s variables avec le temps. 
s formules de transformation des coordonnées nous 



i- p'Y -h p'Z, 
h/Y + fZ; 
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les neufs cosinus directeurs sont des fonctions du temps, 
liées entre elles par les diverses formules que voici, et 
dont six seulement sont distinctes : 



(3) 



(4) 



(5) 



(6) 



(7) 



a' + p« H- Y» = I , 





' 


x'î 4- p'î -H y'! 


' I, 




{' 


X"* + P"* + y"2 — , ; 






tVH-p'^''4-YY 0, 




t"a H- p'^p ■+- y"y 0, 




toi! H- pp' H- yt' ; 




i , 


X- -4- a'« H- a''* r= i , 




1 


^«-h^'*4-p"-r=i, 




1 • 


y* 4- y'* h- /* I ; 




r 

\ 


3y 4- PY -H ?Y — 0, 




1 Y* + /"' + Y*»" 0, 




(< 


xp H- a'p' H- a"Ô" ; 


a 


-P'y"- 


■y'P'» a' ••- 




— Y'a" - 


a'Y", P' . . . , 


ï 


— ol'P" — 


■ P'oc% y' . • . , 






a p Y 








a' ^' y' 


I. 






ol" P" f 





a 



// 



• » 



p" 



jf 



Y' — 



(8) 



Cela posé, les composantes de la vitesse du point M 
s'obtiendront en dérivant les formules (i) 









d?' , rjdp" 



dt 



dt 



^f , V'^ï' , rZ^f". 



^^=^i+^^ 



dt' 







R*ITÉ DE 


ClMiUATIQUE. 




en 


fonction des coordonnées variables, 






rfa. 


fy+t= 




+ y'-) 



lais, si l'on dérive les formules (5), on a 

da I dx' „ da," 



peut donc écrire les composantes de la vitesse 






i...^_ï:...^=_(,|.,f.,f). 



i l'on dérive les formules (6), on trouve 
peut donc poser 
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et les composantes de la vitesse prennent alors la forme 

(11) I (;y=z:ri^ — p,^, 

f ^z=Piy—Çi^\ 

ce sont précisément les composantes de la vitesse d'un 
point tournant autour d'un axe passant par l'origine et 
ayant pour projections les quantités /?|, Çt et r^, qui sont 
seulement des fonctions du temps. Donc la vitesse du 
point considéré est bien la même que s'il tournait, avec le 
solide, autour d'un axe dont les équations sont 



X y z 

Pi~ Çi~ '1 



et la grandeur 



U) 



==v>î-+-^? + ^' 



84. Projections de la vitesse d\un point sur les axes 
entraînés, — Ces quantités ç^x? ^r» ^z ne doivent pas être 

», , . , cDC dY dJj . ,, 

confondues avec les quantités -j-, 77/ ^777^ 4^^ sont nulles, 

puisque le point X, Y, Z est fixe par rapport aux axes 
mobiles. 



On a 



((0 = (^a:)-H(^:^)-l-((^^), 



d'où 






dt dt dt 
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: coefficient de X est nul et il reste 



' V dt ^ dt 
f .do. ,„rf8 

PosODS maintenant 



di\^ ( do.' „ d6' rfl'\. 



4) 






= rX~pZ, 
= ;.Y-?X; 



; sont les expressions cherchées ; elles démontrent à nou- 
eau l'existence de l'aite instantané, car elles représentent 
is projections Sur les axes mobiles de la vitesse du point 
., Y, Z tournant autour d'un certain ase de rotation 
)'Bnt p, q, r pour projections sur les axes entraînés. 
On a donc la relation 

>5) p' + ?» + r' = p;-h95 + r; = o)». 

Enlîn il convient de remarquer que les S qui figurent 
ansp, <j,r se rapportent aux lettres et ceux de/'u^i, T) 
ux accents. 



85. Autres relations entre les cosinus directeurs et 
?urs dérivées. — Les relations (i3) définissent les quan- 
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tités p^ q^ r et permettent inversement de trouver par 

exemple -=-, -j^ et •— en fonction des cosinus directeurs 
* at at at 

des axes mobiles et des composantes de la rotation instan- 
tanée. 

Les trois formules contenant les dérivées cherchées 
sont 

^ dt dt ^ dt ^ dl 

'^-^' 5?-* di^^ Tt^^ W 

dt dt ^ dt ^ dt 

d'où les relations 



(i6) l^=^qp" + rp', 

Tt=-^'("^'"^'' 



et les suivantes 



/ dcL 



dt ~' 



dt 



(i6 ter) {^^^pp'^q^^ 

df 



[■ 



t 



/ 
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On en déduit encore 

<ia ûfa' dd" 

, d& db' rfp" 
<'7) '^Pdt-^^di-^''-di = ''^ 

d-t dV df ■ 

iPdt-^^-à-^'dF^''- 



2. — Mouvement épicydoldal sphérique. 

86. Méthode géométrique, — Poinsot, auquel est.due 
la notion de l'axe instantané de rotation, a montré que le 
mouvement d'un corps solide autour d'un point fixe peut 
être ramené au roulement d'un cône mobile sur un cône 
fixe, ces cônes ayant pour sommet commun le point fixe. 

On dit que deux cônes de même sommet O roulent 
l'un sur l'autre, si les courbes d'intersection de ces cônes 
par la sphère de centre O et de rayon égal à l'unité rou- 
lent l'une sur l'autre, le roulement étant défini comme 
dans le mouvement plan, par le contact des courbes et 
l'égalité des arcs compris entre le point de contact et des 
points fixes pris sur ces courbes. 

Si les deux courbes sont deux petits cercles de la 
sphère, les deux cônes seront de révolution et les points 
de la figure sphérique décrivent des épicycloïdes sphé- 
riques. 

Si la roulante devient un grand cercle, le cône corres- 
pondant est un plan et les roulettes sphériques prennent 
le nom de développantes sphériques. 

Théorème. — Le mouvement le plus général d'un 
solide qui présente un point fixe, se ramène au rou- 
lement d'un cône invariablement lié au corps solide^ 
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sur un cône fixe. Le cône fixe est le lieu des axes 
instantanés dans V espace et le cône roulant le lieu des 
droites du corps qui deviennent successivement axes 
instantanés. 

Soient 01 (fig* 64) l'axe instantané à l'époque ^; Oa, 
0^, Oy, . . . , les axes instantanés aux époques ^4- A/, 
f H- aA^, t -+- 3A^, ... ; Oai, O^i, Oyo . . . les droites du 
corps, dans sa position à l'instant t^ qui deviendront suc- 

Fig. 64. 




cessivement axes instantanés à ces mêmes époques et 
enfin I, a, P, y, . . . , ai, ^4,71, . . . les intersections de ces 
diverses droites par la sphère de rayon égal à l'unité. 
Joignons ces points par des arcs de grands cercles. La 
rotation infiniment petite qui se fait autour de 01 amène 
Oa^ en Oa, donc ardai = arda, on verra de même que 
«1 Pi = a^, Pi* Y4 == Py, . . . ; dans cette suite de mouvements 
le polygone sphérique Ia4Pi yi . . . roule sur lagy . . . , 
donc en faisant tendre A^ vers zéro, on aura deux 
courbes sphériques, limites des polygones inscrits et qui 
rouleront l'une sur l'autre. 
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87. Etude analytique du mouvement épiçycloidal 
sphérique. 

Soient OA == 0) l'axe de la rotation instantanée à l'époque 
^j P-i ^-i ^ ses projections sur les axes mobiles; A, B, C 
les coordonnées du point A par rapport aux axes fixes. 

Cherchons d'abord les équations des cônes base et 
roulant. 

i" Equation du cône base. — Le point A différent de 
I, ne se meut pas en général sur une sphère parce que d) 
est variable; ses coordonnées par rapport aux axes fixes 
sont 

A m j9a -h q^' -h ra", 

et les équations de la droite OA dans le système fixe 
sont 

A, B, C étant des fonctions du temps ; l'élimination de t 
entre les équations (i8) donnera l'équation du cône base. 
2" Equation du cône roulant, — Pour établir l'équa- 
tion de ce cône rapporté aux axes fixes à l'époque t^^ con- 
sidérons la droite 0A| du corps qui doit devenir axe 
instantané à l'époque t\ cette droite faisant partie du 
corps a toujours mêmes projections sur les axes entraînés 
et comme elle aura pour projections /?, q^ r à l'époque i, 
ce seront aussi ses projections à l'époque t^. Donc, à cette 
époque t^^ elle aura pour projections sur les axes fixes 

Ai=i/?ao-+-^a; H-ra';, 
Cl =/?To 4- ^Ïo-Kry;; 
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par suite les équations de cette droite sont 
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{'9) 



X y z 

Â;-g;-G; 



Eliminant t entre les équations (19), on aura l'équation 
du cône roulant dans la position qu'il occupe à l'époque t^ . 

Les équations (18) et (19) peuvent d'ailleurs être consi- 
dérées comme représentant l'une le cône base, l'autre le 
cône roulant, puisqu'elles donnent les génératrices de ces 
surfaces en fonction du paramètre variable t, 

88. Les équations de ces cônes étant obtenues, il faut 
montrer que ces surfaces ont même plan tangent à 
l'époque arbitrairement choisie t= to. 

Le plan tangent au premier cône, le long d'une généra- 
trice est la limite d'un plan mené par les deux droites 



X y z 



X 



k-h^k B-i-AB~G-hAG 



ou par l'origine et les deux points (A, B, C), {\ + AA, 
B -h AB, C -f- AG) ; son équation est donc 



ou bien 



X 

A 




7 -s 
B C 


AA 




AB AC 


X 

A 




B C 


dk 
dt 




dB dC 
dt dt 


ême 


po 


ur le plan tai 


X 

A. 




y - 

B, C. 


rfAj 




rfB, rfC, 



= 0, 



— o. 



= 0. 



dt 



dt 



dt 
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Or, à l'époque ^ = ^o? on a évidemment A = Aj, B = B<, 
C= C|, il reste à prouver qu'il en est de même des dérivées 
de ces quantités. En tenant compte de la relation (17) on a 

dt'" dt'^ dt'^ dt' 
d'ailleurs 

^A| dp , dq „ dr 

donc, à l'époque ^oj 011 ^ bien 

dX_dA^ dB__dBi dCdCi^ 

'^~ dt^ dt~ dt^ dt~~ dt ^ 

les plans tangents sont les mêmes et les deux cônes sont 
tangents suivant l'axe instantané. 

89. Gela posé, la courbe d'intersection du premier cône 
par la sphère de rayon égal à l'unité, ou le lieu des pôles 
instantanés a pour équations 

A , B G 

(20) x=-y y=-y ^=-'y 

(0 0) 0) 

calculons la différentielle ds de l'arc de cette courbe: 

((or/\— A<^'0)' 



ds'T=::^dx^ — ll 



(0* 



o>2 s dk^ -f- r/(o2 s A2 — îî (0 ^0) S A ^A 

' 11» I, ■ ■ - ■ 

4 



0) 

On a d'ailleurs 

S A2 =1 h} V B2 4- G* z=i (0% S A t/A — (o e/o), 

dPL z=i % dp '^- ^' dq -\- ql" dr, 
d'où 

S dk} = dp'' + dq- 4- âfr2 =: S dp^ ; 

on a donc finalement 
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Les quantités «, jâ, y ne figurant pas dans cette expression ,• 
on trouverait, par un calcul analogue, même résultat pour 
ds\. Donc s — Si = const. et il y a roulement. 

3. — Accélération dans le mouvement d^un solide 

autour d'un point fixe. 

90. Projections de l'accélération d'un point sur les 
axes fixes. — Les composantes y^, y^ et y^ de l'accélé- 
ration d'un point s'obtiendront en dérivant les formules 

Vx—q^^ — r^y, 
Vy—r^x—p^z, 

^'z—P^y — Qi^', 



d'où 



dq^ dr^ dz dy 

^''-^'dt~^Tt'^'^'di^''1û 



ou, en remplaçant -^=z ^z ^^ ~jr^^ ^y P^^ leurs valeurs, 

dq^ drx . . . . 

^x = ^-^ — y-^-^qx{piy — qi^) — r,{r,x—p,z) 

dq* dr^ , . , 

z=zz^—y-^ +/?! (/>! x-hq^y-^ r^z) — tù-x. 

On a donc, pour les composantes cherchées, 

dq\ dri , 

(21) ^ ^y^x-^ — z-^-^q.llp.x — i^^y, 

dpi dqi 
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91. Accélération angulaire. — Les quantités -^\ 

—r-^--r- sont les composantes de la vitesse avec laquelle 

se déplace dans l'espace le point (/?< q^ ri), c'est-à-dire 
le point A extrémité de l'axe de rotation, regardé non pas 
comme lié au solide, car étant sur l'axe de rotation il a 
une vitesse nulle, mais considéré comme le point de 

Fig. 65. 




l'espace qui prend successivement les diverses positions 
du point A sur le cône base ; autrement dit, si A' est le 

nouveau point A à l'époque t-\- ^t {fig* 65), -^y -^^ 

dr 

-~ sont les composantes de la quantité géométrique 

AA' 



Yto = lim 



A^ 



On appelle accélération angulaire la grandeur géomé- 
trique OJ = Yto passant par le point O et qui a par consé- 

dp\ dq^ dr* ^ i • • 

quent pour composantes -^> -—-^ —rr* bon nom lui vient 

de ce que l'on traite o) et o + rfw comme des vitesses pour 
former le triangle de l'accélération angulaire. 

L'accélération angulaire étant parallèle à la droite AA' 
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tangente à la courbe lieu des points A, est dans le plan 
tangent commun aux cônes base et roulant, le long de 
l'axe instantané OA. 

Les équations (21) nous montrent que l'accélération 
d'un point M peut être considérée comme la somme géo- 
métrique de deux autres; la première ayant pour projec- 
tions sur les axes 

dq, dr* dr^ dp* dp* dq* 

dt^ dt^' dl dt "' dt ^ dt ' 

est due à l'accélération angulaire, on voit que ses com- 
posantes sont celles de la vitesse qu'aurait le point M s'il 
tournait autour de OJ considéré comme axe de rotation ; 
elle est donc dirigée suivant la droite MN perpendiculaire 
au plan MOJ, et égale à OJ multiplié par MP distance du 
point M à la droite OJ. 

Quanta la seconde accélération, elle est nécessairement 
ce que deviendrait l'accélération de M si l'accélération 
angulaire était nulle, c'est-à-dire si l'axe instantané était 
constant de grandeur et de direction ; or, dans ce cas, l'ac- 
célération serait centripète, c'est-à-dire dirigée suivant 
la perpendiculaire MQ à l'axe de rotation et égale à 

MQ X OA . Il est d'ailleurs facile de le vérifier en prenant 
l'axe de rotation pour axe des z ; on aura alors 

et les composantes de la seconde accélération se rédui- 
sent à 

ce qui prouve que cette accélération est centripète. 

De ce qui précède résulte le théorème suivant dû à 
Rivais. 

ViLUÉ. — Cinématique, 9 
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)RÈBE. — Dans le mouvement d'un solide autour 

oint fixe, l'accélération d'un point est la somme 

Irique de deux accélérations : 

tremière due à l'accélération angulaire est nor- 

'.u plan du point considéré et de l'accélération 

lire et égale au produit de cette accélération par 

ince au point considéré. 

féconde, qui est l'accélération centripète, est 

suivant la perpendiculaire abaissée du point 

ce de rotation, et égale au produit de cette dis- 

>ar le carré de l'axe instantané. 

léorème permet de construire le plan osculateur ei 

I de courbure de la trajectoire d'un point. 

^itesse de roulement. — La vitesse de déplace- 

II pôle instantané I, sur la spbère de rayon égal à 
se nomme vitesse de roulement; on l'introduit 
de préférence à l'accélération angulaire dans les 

s qui donnent les composantes de l'accélération 

int. 

la,b,c les coordonnées du pôle instantané, on a 



t= 


da d<j> 
"'" dt'^'^ dl 


^1= 


db , rfw 

^•"Tt^^dt 



;, -j-, -57 sont les composâmes ae la vitesse de 
nt V, en sorte que si l'on désigne par a',b',c' les 
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cosinus directeurs de cette vitesse, on aura 

dt"^''' dt-^^' dt-^""' 

et par suite. 

dpK ,, , diù 

dq^ ^j diù 

dr^ -, , ûfo) 

-— - =: 0) Yc' -h C -7- • 

dt dt 

Substituant dans les formules (21), les valeurs de 
/?i, ^^, r^ et de leurs* dérivées, nous aurons 

(22) ^ Yr =^ ^^ (^^' — ^^') ^" "t" (^^ — ^^) "^ «»>^^Saa7 — w^j, 
Y-zn: a)V(ja' — a?6') -H -j- (ja — ^^) + tù-c^ax — o)*^. 

Les termes renfermant la vitesse V proviennent de la 
variation de position de l'axe instantané, ce seraient les 
seuls qui disparaîtraient si l'on supposait V = o, c'est- 
à-dire cet axe fixe de position et non de grandeur, dans 
l'espace. Les autres termes représentent par suite les 
composantes de l'accélération tangentielle et de l'accélé- 
ration centripète, dans le mouvement d'un corps autour 
d'un axe fixe. 

93. Détermination des composantes de V accélération 
avec un choix particulier d^axes coordonnés, — Quand, 
dans un problème, on se place à une époque donnée, il 
est commode de prendre l'axe instantané de la rotation 
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pour axe des z^ ce qui entraîne 



Pi—Çi— O: 



ri^zo), 



et le plan tangent aux deux cônes pour plan des zjc; 
on voit que l'accélération angulaire y^ étant dans le plan 
zOx, il faut faire en outre dans les formules (21) 

dt 



= o ; ces formules deviennent alors 



tx — 



'^^'dt 



(23) 






= X 



^h=y 



drx 
"di 

dpx 
dt 



dt 



^V» 



Qiicnt aux formules (22), on voit qu'avec ce même 
choix d'axes il faut y faire d'abord 



rt = 6 1=0, 



c= I ; 



remarquant ensuite que la vitesse V est perpendiculaire 
à 01 dans le plan ^sO^ et par suite parallèle à O^, on a, 
si l'on prend O^ de même sens que V, 



ft'=i c'= o, a'=r I ; 



d'où 






— la^œ. 



(24) 






dtù , 



On retrouve aisément ces dernières formules si l'on 
remarque que les termes contenant V ne sont autres que 
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les moments ( ^ ) par rapport aux axes coordonnés de la 
quantité géométrique — wV menée par le point M paral- 
lèlement à la vitesse de roulement ; quant aux autres termes, 
ce seraient les projections sur les mêmes axes des compo- 
santes tangentielle et centripète de l'accélération si O^ 
était fixe (n® 51). 

Remarques. — I. Il n'y a qu'un point d'accélération 
nulle, le point fixe O. En effet, si dans les formules (24 ) 
on fait 

ïx = ïy = ïz = O, 

Il vient, en supposant wV^o, 

j^zno, J7 =: o, ^ = 0. 

Toutefois, si wV = o, on a seulement ^r = o, j^ = o et 
tous les points de l'axe de rotation ont une accélération 
nulle. 

II. L'accélération d'un point de l'axe instantané, dans 
le cas général w V ^ o, est parallèle à O^ et égale à — iùYz. 

• 94. Projections de V accélération d'un point sur les 
axes entraînés. — Ces projections ont absolument les 
mêmes formes que les projections sur les axes fixes, sauf 
le changement de x^ y^ z en X, Y, Z et de jd^ , q^^ ^^ 
en/?, q, r. 

Prenons en effet des axes fixes coïncidant à l'époque 



(*) On appelle moment d'une droite par rapport à un axe le moment 
de la projection de cette droite sur un plan perpendiculaire à l'axe, par 
rapport au pied de l'axe. On donne le signe + ou le signe — à ce mo- 
ment, suivant que le sens de rotation de la droite relativement au pied 
de l'axe est lui-même positif ou négatif. 
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ivec les a> 


^es mobiles, on aura 


•fa: — T:'. 


7r = Yi' 


T« = 


^z=:X, 


J = V, 


z- 


p,^p, 


9i = ?, 


r,^ 


à prouver que 




dt 


dqi dq 
~di ~ di' 


dr, 
dt 


énéralement 




Pl- 


— ap --i- Oi' q -^ ' 


ïV. 


ia des relations (17), 




^-, 


dp , dq 


„dr 



dp, dp 

~ëh~ 'di' 



ê, on a les formules 



rffl dq dr ,, 

-7-, -~ , -.- sont, d après ce qi 
dt de de ' \ ^ 

e l'accélération angulaire sur les 
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On a encore 

(26) { YT==toV(Xc' — Za')-t- ^(Xc — Za) + a)''(6SaX~ Y), 
Yz=a)V(Ya'-X6') + ^(Ya-X6)4-(o2(cSaX-Z). 

Dans ces formules, a, b, c, a', 6', c' sont les cosinus 
directeurs de l'axe instantané de rotation et de la vitesse 
de roulement par rapport aux axes mobiles. 



4. — GentrelB de courbure géodésique. 

9S. Belation entre la vitesse angulaire de rotation 
et la vitesse de roulement. — Désignons par w la vitesse 
angulaire, V la vitesse de roulement, a et 0! les angles de 
l'axe instantané avec les droites polaires des deux courbes 
sphériques S et S', intersections des cônes base et roulant 
avec la sphère de rayon égal à l'unité; on a la relation 

(O T I 

(27) :r7= Zt 75 

' V tanga tanga 

on prendra le signe -f- ou le signe — suivant que les 
courbures des courbes S et S' seront ou non opposées, 
c'est-à-dire suivant que les deux cônes seront extérieurs 
ou intérieurs au voisinage de la génératrice de contact. 

Soient en effet : 
K le point fixe sommet des deux cônes {fig> 66) ; 
I le pôle instantané ; 
C le centre de courbure de la courbe S en I, c'est le 

point de rencontre de la droite polaire KG avec le plan 

osculateur à la courbe en I ; 



O le point où la droite pol 
contre le plan langent en 

C( et C[ les courbes que dé 
les cônes base et roulant, i 
des courbes S el S', l'œil > 
Le pointOestle centre de 

la section oblique faite dans 



de S a pour section normale 
elle a d'ailleurs C pour cei 
courbe S est à la fois sur 
d'après le théorème de Meu 
projection sur le plan obliqi 
section normale C, , donc le 
en O sur le prolongement 
osculaleur de S. 

De même le centre de et 
Irois points O, I et O' sont i 
à la vitesse V. 

Cela posé, les arcs Infinin 
et IM des courbes S et Ci s 

une quantité moindre que 
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on a également I/i = IN et comme les arcs Im et ïn 
décrits par le point de contact, dans le temps A ^, sur les 
courbes S et S', sont égaux puisque ces courbes roulent 
Fune sur l'autre, il en est de même des arcs IM et IN. 
Donc tout se passe à l'époque t, au point de vue des vitesses, 
comme si dans le plan tangent en I à la sphère, C[ devait 
rouler sur Ci, d'où la relation (n** 54) 



(O 



10 10' tanga tanga' 



Théoriquement on mettra le signe — dans la formule, 
sauf à regarder a' comme négatif quand les courbures 
seront opposées. 

96. Pour démontrer par l'Analyse la formule qui pré- 
cède, nous établirons d'abord une relation entre les trois 
angles et un côté d'un triangle sphérique ABC dont deux 
des angles B et C sont infiniment petits, le troisième 
angle A' étant par suite voisin de deux droits. 

On a, en général 

ces A' = — cosB cosG -h sinB sinC cosa, 

ou en appelant A F angle supplémentaire de A', angle qui 
dans le cas actuel est infiniment petit, 

cosA := cosB cosG — sinB sinG cosa; 

on en tire en développant 

A2 / ■ B2 \ /* G» \ 

ï —+...=:( I h... Il I h... I 



et enfin 



2 \ 2 / \ 2 

— cosa (B — . . . ) (G — . . . )> 
A2 ::: B« + G^ + 2BG cosa. 
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maintenant, sur la sphèi-c de rayon égal à l'unité, 
, S' la roulante i^fig- 67), I et \\ les pôles instan- 
c époques / et ^ -)- ii(, l' le point de S' qui vient 
et A' les traces sur la sphère des droites polaires 




' en I, ou centres de courbure géodésique de ces 



arcll' ^ arcll, =: is. 

Il du temps Aï, l'arc de grand cercle l'A' se place 
jlongement de l'arc de grand cercle AI, en sorte 
;st l'angle infiniment petit de ces deus. arcs, on a 

e précédemment établie donne d'ailleurs, si l'on 
par R =; lA, R'^^IA' les rayons de courbure 
ue des courbes S et S', 



mm-m- 



r 
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or, dans le triangle sphérique IAI| , on a 





sinA 


sinlf 




siiiili 


sinK 


d'où 








lim -- 


I 




sinR^ 


et de même 








,. A' 
lim -— 


I 

■ 



A5~" sinK'^ 



don< 



= ^' r--W+-"4û7+ • u' T,. cos(R + R^) 
I sm*R sm*R' sinRsinR' 

~ ' [tang^R "^ tang-R' "^ tangR tangR' J ' 



et enfin 



co = V — ^-h 



tangR tangR' 

c'est la formule (27) dans le cas où les courbures sont 
opposées. 

97. Centre de courbure géodésique d^une roulette 
sphérique. — Soient M {fig* 68) un point de la sphère 
appartenant à la figure mobile, r et 6 ses coordonnées 
polaires sphériques et M' la position de M au temps t-{- ^t\ 
les arcs de grands cercles MI et W\\ sont normaux à la 
roulette de M, ils se rencontrent donc au point Oi , qui tend 
vers le centre de courbure géodésique de M, et les coor- 
données de ce point 0< sont et /•< = — 10^. D'ailleurs 
l'angle e de la rotation pendant le temps A^ est celui de 
Tare MF avec sa situation M'I^ à l'époque t + A^^ et l'on a 
comme précédemment 

0) = lim -— • 
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Or 

t' = M' + Oî + 3MxO,cos(/ — r,). 
d'où 

(iy=(^y[(Ë)'-(sy-s^"-"-4 




d'ailleurs le Inangle sphérique Mil, donne 









sînM si 
siniS- 


sinMl' 


6) 






et à la 


limile 




lim^- 


sine 


., 






on aurait de mênif 












donc 




lim 


0, 

AS~ si 


in a 
.0,1^ 


sinC 
sln/- 


' 






i_ V» 


sin"e 


[dr,^ 


isr;- 


3CO 


(r~r 


1] 




~sïi 


r&inr. 


J 




— Vt 


c:,ila 


r ■ _. 


1 




2 





Ltang*/" tang-r, langr tangf, j 
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et enfin 

^ = ± smO 

V \tangri tang/* 

On lève aisément l'ambiguïté du signe en généralisant 
la formule pour une sphère de rayon p, qu'on fera ensuite 
égal à l'infini ; la formule devant alors coïncider avec celle 
des roulettes planes, on a finalement 



m 



■= sinO 



tangK tangK' \tang/*i tang/- 

La même observation s'appliquerait à la formule (27). 

98. La formule (28) nous montre que si l'on considère 
la roulette que décrirait le point jx perspective de M sur 

Fi g. 69. 




le plan tangent en î à la sphère, si l'on faisait rouler le 
courbe C\ sur la courbe C| (Jig' 66), cette roulette 
admettrait tang/'j pour rayon de courbure, c'est-à-dire 
que son rayon de courbure serait la perspective du rayon 
de courbure géodésique de M. Si donc on suppose con- 
struit par la méthode de Savary le rayon de courbure de 
la roulette plane que décrirait \l et qu'on fasse sur la 
sphère la perspective de cette figure, on arrivera à la 
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ruclîon suivante du centre de courbure géodésîque 
roulette sphérique : 

ient A et A' les centres de courbure géodésîque des 
)es sphériques S et S' (_fig- 69), on mènera les arcs 
ands cercles Ml et MA', ce dernier par sa rencontre 
.'arc IQ normal à IM donnera le point Q, qui, joint 
I sphère au point A, fournira l'arc QA rencontrani 
MI au point O, centre de courbure de la roulette 
ique de M. 
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CHAPITRE IV. 

MOUVEMENT LE PLUS GÉNÉRAL D'UN SYSTÈME INVARIABLE. 



1. — Axe hélicoïdal. 

99. Lemme I. — . On peut toujours amener un solide 
d^une position S à une autre position S^ par une trans- 
lation suivie d^une rotation. 

Soient en effet A et A' les deux positions d'un même 
point du corps; imprimons à S une translation égale et 
parallèle à AA', S vient en S'' et pour passer de S'' à S', on 
est dans le cas d'un corps ayant un point fixe A'. On voit 
donc qu'il suffira pour amener la coïncidence de S^' avec 
S' de faire tourner le système autour d'un certain axe A'I 
passant par le point A', ce qui démontre le lemme énoncé. 

100. Le point A étant quelconque dans le système, on 
peut choisir entre une infinité de translations à chacune 
desquelles correspond une rotation ; ce qu'il y a de remar- 
quable c'est que : la direction de Vaxe de la rotation, 
ainsi que V angle a de cette rotation sont indépendants 
du point choisi pour faire la translation. 

Pour le démontrer, prenons successivement, pour faire 
la translation, -deux points A et B {fig. 70) et soient A'I, 
BT les axes de rotation correspondants. Considérons dans 
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la première position du système un plan P ] 
perpendiculairement à A'I et la section C qu'il 
le solide ou, plus généralement, une courbe 
invariablement liée au système. 

La première translation déplace le plan Ppa 





■■ 


I 


(€j 


y 


f)l 



à lui-même et l'amène en P* et C en C", puis 
tion autour de A'I, P" glissant sur lui-mêr 
position finale P" qui amène la courbe C en C 
B" en B'. Passons maintenant au second mode 
ment; dans la translation BB', le plan P vi 
fondre avec le plan parallèle FP", puisqu'ils 
l'un et l'autre le point B', C prend la position 
plan et pour amener S" en C il faut faire toi 
lr"me autour d'un axe BT perpendiculaire à î 
dire parallèle à A'I. 

L'angle a de la rotation est également indt 
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point A; si nous considérons, en effet, une droite D du 
plan P, la translation l'amène en D'' parallèle à D et la 
rotation en D', et l'angle a de la rotation est l'angle des 
droites D' et D" ou encore des droites D' et D ; il est donc 
absolument indépendant de la translation, puisque c'est 
l'angle des positions initiale et finale de la droite D. 



101. Lemme II. — La vitesse d'un point quelconque B 
dans le déplacement réel d'un système invariable, est 
Ici somme géométrique de la vitesse d'un autre point 
A et de celle qu'aurait B tournant autour d'un axe issu 
de A avec une certaine vitesse angulaire w. La direc- 
tion et la grandeur de l'axe de rotation sont d'ailleurs 
indépendantes des points A e^ B. 

Soient A, B; A' et B' {fig> 71) les positions initiale et 

Fig. 71. 




finale des deux points considérés, aux époques ^ et ^ + A^ ; 
on peut amener B en B' par une translation BB" égale et 
parallèle à AA' suivie d'une rotation autour d'un axe 
convenable A'F; la direction de cet axe ainsique l'angle 
Aa de la rotation élémentaire étant d'ailleurs indépendants 

ViLLiÉ. — Cinématique. 10 



l46 . TRAITÉ 

des points A et B. Or le 
/BB'\ /BB''\ 

ou en remplaçant les cor 
passant à la limile, 



Soient alors AI lapositio] 
du point B à la droite AI ; 

la quantité géométrique < 
par le point B et l'axe A 
bien la somme géométrie 
celle qu'aurait B tournac 
laire u autour de la droit 
la grandeur et la direct 
A s'appelle axe correspi 

102. Théorème. — De 
d'un solide, ily a à ch< 
seule dont tous les pou 
translation dirigée suif 
autres points sont les 
autres dues l'une à un 
et parallèle à celui de 
vement de rotation auti 

La droite dont il s'aj 
rotation et de glissemei 

On énonce plus simplt 



r 
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Le mouvement le plus général d'un corps solide est 
un mouvement hélicoïdaL 

Soient, en effet, A un point quelconque du système, 
AI = 0) {Jig' 72) l'axe correspondant, V la vitesse du point 
A, et Y l'angle de cette vitesse avec AI; sur la perpendi- 

Fig. 72. 




culaire AM au plan VAI prenons un point M, on aura, 
d'après le second lemme, 

(^M)^(V) + (o)r); 

or, la composante V de ^m peut être regardée comme la 
somme géométrique de deux autres, l'une \" suivant la 
parallèle MF à AI et l'autre V perpendiculaire au plan 
l'MA, et cette dernière placée suivant la même droite que 
wr, sera dirigée en sens contraire si l'on a choisi conve- 
nablement le sens de AM. Si donc on prend la distance 
AM = r telle que 

les composantes V et wr se détruiront et l'on aura 

■ 

^ic = V'' = Vcosy; 
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le point M est donc animé de la vitesse V" parallèle à AI, et il 
en sera évidemment de même de tous les points tels que M' 
de la droite MF qui admettent pour leur vitesse les mêmes 
composantes que M. On démontre ainsi l'existence de 
l'axe hélicoïdal qui jouit encore de cette propriété d'être 
le lieu des points de vitesse minimum puisque V" est la 
projection sur cette droite de la vitesse V d'un point 
quelconque A du système. 

La seconde partie du théorème résulte du dernier 
lemme. 

Enfin l'axe hélicoïdal est unique ; en effet, la vitesse d'un 
point pris en dehors de cet axe étant la résultante de deux 
autres dont l'une est V, tandis que l'autre est perpendicu- 
laire à V, est nécessairement différente en direction de la 
vitesse V"; d'ailleurs, pour que les points d'une droite 
autre que l'axe aient même vitesse de translation, il fau- 
drait que tous les points de cette droite fussent à la même 
distance de l'axe, ou que cette droite fût parallèle à l'axe; 
mais alors la vitesse commune des points de cette droite 
aurait une direction différente de cette droite, puisque 
les points de l'axe ont seuls une vitesse parallèle à sa direc- 
tion, il n'existe donc à chaque instant qu'un seul axe 
hélicoïdal. 

103. Remarques. — I. La direction de l'axe hélicoïdal 
à un instant donné peut s'obtenir si l'on connaît les 
vitesses de trois points A, B, G du système, en remarquant 
que ces trois droites ont même projection sur l'axe; 
menant alors par un même point O trois droites égales 
et parallèles à ces trois vitesses, le plan passant par leurs 
extrémités sera normal à l'axe et la vitesse V sera la per- 
pendiculaire abaissée de O sur ce plan. Enfin l'axe héli- 
coïdal étant connu en direction, si Ton mène l'axe AI 
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correspondant au point A et que l'on construise la com- 
posante normale au plan AIB de la vitesse V< du point B, 
le quotient de cette composante par la distance r de B à 
AI donnera w; on pourra donc construire Taxe hélicoïdal. 

IL Si la vitesse d'un point quelconque A était perpen- 
diculaire à l'axe de rotation, on aurait V' = V cos y = o, 
l'axe hélicoïdal aurait une vitesse nulle et l'on serait, à 
l'instant considéré, dans le cas particulier du mouvement 
d'un solide autour d'un axe fixe. 

III. A une époque donnée, tout se passe, au point de 
vue des vitesses, comme si le corps était animé d'un mou- 
vement hélicoïdal, c'est-à-dire comme si tous ses points 
décrivaient des hélices ^de même pas, tracées sur des 
cylindres de révolution ayant pour axe l'axe instantané 
de rotation et de glissement. 

Soient, en effet, dans un tel mouvement, O^ l'axe des 
cylindres et h le pas des hélices, les coordonnées d'un 
point sont 



;r = rcosô, r=:rsinô, ^ =: — Ô, 

-^ ' 27r ' 



d'où 



dœ ' ^ d^ dy ^ d^ dz h dQ 

-7- = — rsmO-T-, -— z=z r cosQ -r y -7-= r\ 

de dt dt dt dt 2TZ dl 

posons 

d% h „ 

dt 2TZ 

les composantes de la vitesse deviennent 
dx dy dz 

ce sont bien les formules qui donnent les projections de 
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la vitesse daas le mouvement du corps autour de Oz, axe 
instantané de rotation et de glissement. 

104. Dépldcement d^un segment de droite. — Au 
lieu d'avoir à chaque instant un axe hélicoïdal unique, on 
en a dans ce cas une infinité. Soient, en effet, AJB {fig. 71) 
le segment de droite, A'B' sa position infiniment voisine 
et A'B'^ parallèle à AB ; si par le milieu de la corde B''B' 
on mène un plan qui lui soit normal, toute droite de 
ce plan passant par A' pourra être prise comme axe cor- 
respondant au point A, et à chacune de ces directions 
répondra un axe hélicoïdal. Parmi tous ces axes, il y en 
aura un normal à la vitesse de A qui sera par suite un axe 
simple de rotation. On pouvait arriver immédiatement à 
cette dernière conclusion, en remarquant que tous les 
points de AB se déplacent parallèlement au plan BB^B'et 
que Ton est, par suite, dans le cas du déplacement d'un 
système invariable parallèlement à un plan, mais ce plan 
varie à' chaque instant. 

En résumé, le déplacement infiniment petit d'un 
segment de droite dans l'espace peut s'obtenir au moyen 
d'une rotation autour d'un certain axe, et l'on peut énoncer 
cette propriété due à Chasles : 

Les plans normaux aux trajectoires de tous les 
points d'une droite se coupent. suivant une même droite, 

105. Étude analytique du mouvement général d'un 
solide. 

Des formules de transformation 

1 ;r = a + aX 4- a'Y -h a'^Z, • 

^ = c + yX + T'Y -h y"Z, 
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on déduit les composantes de la vitesse 



(a) 



Vx 


da 

dt + 


^È^"^* 


^ dt' 


^y 


db 
dt^ 


<-<- 


7 dp" 
^ dt' 


Vz 


de 
dt'^ 


^%*^%* 


^ dt' 



que l'on obtiendrait en fonction des coordonnées absolues 
du point en éliminant X, Y et Z; mais il est plus facile 
d'interpréter les composantes de la vitesse suivant les axes 
entraînés. On a 

da ^dh de ^^ d^ ^^ d:i! ^_^ <fa" 

S se rapportant aux lettres et non aux accents. Le coeffi- 
cient de X est nul et, si nous posons comme précédemment 

_ ,, d^ , d^" 

^ dt dt' 

(3) (y = Sa^ = -Sa'^, 

^ , dx _ , d%' 

dt dt' 

nous aurons, en appelant P, Q, R les composantes suivant 
les directions dés axes entraînés de la vitesse de l'origine A 
de ces axes, 

(4) Ur = Q'^rX-pZ, 

{ f>z — R-h/?Y— ^X. 

Ces formules montrent que la vitesse d'un point (X, Y, Z) 
du solide est la somme géométrique de la vitesse du point A 
et d'une vitesse de rotation autour d'un axe issu de ce 
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point; les composantes /?, q^ r de cette rotation ne dépen- 
dant pas de a, 6, c, la grandeur et la direction de Taxe 
de rotation sont indépendantes du point A. 

Cherchons les points dont la vitesse est parallèle à l'axe 
de rotation ; posons à cet effet 

p~~ q~~ r' 
nous aurons à l'aide des formules (4) 



p <j r 

ce sont les équations d'une droite et cette droite est paral- 
lèle à l'axe, car sa parallèle menée par l'origine contient 
manifestement le point 

X=/>, Y = ^, Z = r; 

on démontre ainsi l'existence d'un axe hélicoïdal unique. 

2. — Représentation géométrique du mouvement. 

Proposons-nous de rechercher les équations et les pro- 
priétés des deux surfaces réglées, l'une fixe, l'autre mobile, 
qui sont la première le lieu des axes hélicoïdaux dans l'es- 
pace, la seconde le lieu des droites du corps, qui doivent 
devenir successivement axes hélicoïdaux à des époques 
distinctes. 

106. Lieu des axes hélicoïdaux dans l'espace. — 
L'axe hélicoïdal à l'époque t a pour équations, par rapport 
aux axes mobiles, 

P-h^Z-rY _ QH-rX^^Z _ R-f-i?Y — yX _SP^ 
p a /• 0)- 
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d'où 
P + ^Z — rY = -i [P (/?» -+- ^« + r2 ) — P^« — Pr' H- Qpq -^ Rpr], 

qZ — rY = q ^^ ^ — - — r 5 — -: 

posons pour abréger 

■ _ Rq-Qr _ P/ - Rp _ Qp-Pg 

(6) X._ ,. Y,_— -j— , Z,_ , 

les équations de l'axe deviennent 

IqZ — rY^iqZi — rYi, 
rX^pZ = rX,—pZi, 
pY-qX=pY,-qX,, 

Ces équations qui, en réalité, se réduisent à deux, mon- 
trent que le point X| , Y^ , Z< appartient à l'axe hélicoïdal ; 

d'ailleurs les cosinus directeurs de cette droite sont -» 
9 ^,^ 



- et —) on peut donc écrire comme suit les équations de 
l'axe hélicoïdal par rapport aux axes entraînés 

(0 

Y = Y, + pi, 

/• 

Z = Zj 4- p — , 

p désignant la distance afTectée d'un signe convenable, 
du point X^, Y,, Z| au point X, Y, Z de la droite; on en 
lire 

a^ = a-h (aXi + a' Y. + a"Z, ) -h ^ Up -h a'ûr + a'^r), 

(I) 

les équations de l'axe hélicoïdal rapporté aux axes fixes 
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sont donc 

(7) |/ = *4-(pX, + p'Y. + p"Z,)+£.y„ 

/?i, gr^ et Ti étant les projections de la rotation o sur les 
axes fixes; elles donnent ^,J^, z en fonction des variables 
t et p. Si l'on éliminait ces variables, on aurait l'équation 
de la surface fixe, mais il est préférable de regarder les 
équations (7) comme représentant la surface. 

107. Lieu des axes hélicoïdaux dans le corps, — 
Nous chercherons l'équation de ce lieu rapporté aux axes 
fixes, le corps étant pris dans la position qu'il occupe à 
r époque Iq, Nous avons obtenu les équations par rapport 
aux axes entraînés de la droite du solide qui devient axe 
hélicoïdal à l'époque t^ on en déduit les équations de cette 
droite par rapport aux axes fixes, à l'époque Iq^ 

{x) — a^ -h aoXj -H a^Yi -^aoZi -^ £.(ao/? -h a;^ -h < r), 






Ces équations qui donnent {x), (7) et {z) en fonction 
de t et p, représentent à l'époque ^0 la deuxième surface 
rapportée aux axes fixes. 

Pour t^= Iq el pour une même valeur de p, on aura 

x — {x), y = {y), - — (-2); 



r 
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I 

les équations ("j) et (8) représentent alors une même 
droite commune aux deux surfaces, c'est l'axe hélicoïdal à 
l'époque ùq, 

108. Les deux surfaces se raccordent en tous les 
points de leur génératrice commune. — Le plan tan- 
gent à la surface (7) a pour équation, en représentant 
par X, Y, Z les coordonnées courantes 



X X 


Y -7 


Z z 


dx 


ày 


dz 


dp 


dp 


dp 


dx 


dy 


dz 


dt 


dt 


dt 



z=0. 



Pour t = ^0) 1^ point Xj y, z étant supposé sur la généra- 
trice commune, on aura d'après (7) 

àx__Pi_ ao;Po-haoyo-f-ao/-o _ fax 



\àp 
En outre ^ ne diffère de ( -r- j que par des termes en 



da . 
dt' 



doL 
di 



on aura donc, mais seulement pour t= tQ, 



dx__f 
dt~\ 



dx\ da ^ dd „ d(xl dx" ^ ( d% d(sl doi"\ 



ce dernier terme est nul à toute époque. De plus, si l'on 
appelle^! yi z^ les coordonnées absolues du point Xi Y^ Tj^ 
de l'axe hélicoïdal supposé lié au corps, on a 



dx^ da ^ d<x d<x' „ dx" 

'dt-"dt^^'Tt^^''dt'^^'Tt' 
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d'ailleurs ce point étant sur l'ase hélicoïdal, sa v 
est dirigée suivant cet axe et a, par suite, pou 

directeurs relativement aux axes fixes — j — j 
donc 

__t ^ V' -Cî ^ _- (ap + a'^ + a",.}. 
On en conclut, pour t = {„, 

et enfin 



(lO) 



Wp7 



L'équation du plan tangent à la surface (7) j 
s'écrire 



X-J! 




Y-r 


(f) 


(1) 


(^)---(l) 


($h<(M) 


OU 

X-ar 


Z-v Z-= 




m 


m m 




m 


m m 



et cette dernière est l'équation da plan tangent 
face (8) au point considéré. Donc les deux surfai 
cordent en tous les points de leur génératrice c 
On peut arriver directement à ce résultat, en s 
sur les propriétés de l'axe hélicoïdal. 
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Soient, à l'époque t^ AB la génératrice commune aux 
deux surfaces gauche G et G|, l'une fixe, l'autre mobile, 
{Jig' 78) C\l^\ la génératrice infiniment voisine de G^ , 
qui doit venir, à l'époque t + A^, coïncider avec la géné- 
ratrice CD de la surface G. 

Pour montrer que les deux surfaces ont un élément 
commun ABCD il suffit de prouver que les points de la 



Fig. 73. 



B 




droite C< D^ sont des distances infiniment petites du second 
ordre de CD. 

On peut faire coïncider C^D^ avec CD, à l'aide d'une 
rotation autour de AB qui amène CiD^ en CD' et M^ en 
M', suivie d'une translation parallèle à AB dans laquelle 
M' vient en M. Or M< M' est du second ordre et il en est 
de même de la distance M' m du point M' à CD, puisque 
la translation M' M, du premier ordre, fait un angle infi- 
niment petit avec CD. Donc la droite M.^ m est du second 
ordre et les surfaces G et Q^ se raccordent tout le long 
de AB. 



109. Deux courbes quelconques, lieux de points cor- 
respondants sur les deux surfaces, ne sont pas généra- 
lement tangentes* — On appelle points correspondants 
sur les deux surfaces deux points qui, dans le mouvement, 
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ment à coïncider. Il sufifit, pour obtenir deux courbes 
respondantes sur les deus surfaces, d'établir uncrela- 
i arbitraire entre p et t. Pour le point Mo commun à 

courbes à l'époque t^, on a, en vertu des équatioos 

et(,o), 

leux autres analogues. Les cosinus directeurs des tan- 
tes aux deux courbes ne sont donc pas les mêmes, en 
éral, et il n'y a pas contact, ce qui exclut le roulement. 

10. Les aires entourées sur tes deux sur/aces par 

courbes correspondantes sont égales. — Il suffit, 

ir le prouver, de montrer que les éléments infinité- 

F"ig- 74- 




aux correspondants ont même surface. Nous prendrons 
ir élément d'aire sur la surface fixe l'aire comprise 
re la génératrice commune D, la génératrice infiniment 
iine D' {Jig;. 74 ) et deux courbes quelconques infini- 
at voisines AA', BB', soit AA,BB, l'élément correspon- 
,t delà seconde surface. Ces éléments sont assimilables 
es trapèzes de mêmes bases, îl suffit donc de prouver 

rfisln(rfp, rfs) — di, sin(rfp, ds,), 
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OU que 

c?5'[i — cos'(c?p, ds)]^=ds\[i — cos'(t/p, dsi)]. 
Or 



cos(rfp, a,.^^Pida^-^<7.dy-^r,dz^ 
"^ oids 



d'où 



rf5ni-cos«(4, ^,)] = ^î?!^^lzil^^^ + ^i^r-^-n^^)« 



(O* 



{p\-hg\'^r*^)(dx*-\-dy*-+'dz*) — {pida^'\'q^dy'\'ridzy 



<o« 



Jl(p^dy — q^dxY 

_ 



U)' 



Il faut prouver que cette expression ne change pas quand 
on passe de l'une à l'autre surface ; or on a 

dxT=z{dx)-hy\(^\dt=z{dx)-hy\^dt, 

d'où 

:=Pi{dy) — qi{dx) G. Q. F. D. 

H 1 . Vitesse de Vaxe hélicoïdal. — La vitesse V"' com- 
mune à tous les points de l'axe hélicoïdal est donnée par 
les formules (5) 

p q r ^' i/^ÏTF+^'^^' 

d'où 

Si l'on a, à l'époque ^, SP/? = o, c'est-à-dire si la vitesse 
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du point A est perpendiculaire à l'axe de rotation, on 
a V" = o. Le mouvement à l'époque considérée est un 
mouvement simple de rotation et la formule (ii) de- 
vient dx =z(^dx). Il y a dans ce cas contact et roulement 
des courbes correspondantes, et si cela a lieu à toute 
époque, les deux surfaces réglées sont dites rouler l'une 
sur l'autre; ces surfaces ne sont pas des cônes, car il ne 
s'agit pas, du moins en général, du mouvement autour 
d'un point fixe. 

3. — Accélération. 

112. L'accélération d'un point quelconque M du sys- 
tème est la somme géométrique de celle d'un autre 
point A et de l'accélération du point M, dans son mou- 
vement par rapport à des axes de direction constante, 
passant par le point A (n® 32). Or, pour évaluer l'accélé- 
ration dans ce mouvement relatif, on est ramené au 
mouvement d'un solide autour d'un point fixe, on appli- 
quera donc les formules (21) du Chapitre précédent, ce 
qui donne pour les composantes de l'accélération suivant 
les axes fixes 

d^a, dq. dr* „ 

/ON ) d^b dr* dp» „ 



dt' dt dt 

dt' '^^ dt dt 



d^c dpy dçi _ , 



113. Ces formules se simplifient avec un choix parti- 
culier d'axes coordonnés. Prenons pour axe des z l'axe 
hélicoïdal à l'époque t considérée et pour axe des / la 
perpendiculaire commune à cet axe et à l*axe hélicoïdal à 
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l'époque ^ 4- A^; enfin prenons le point A à l'origine des 
coordonnées fixes. Al'époque t la vitesse de A est suivant 
l'axe des z\ à l'époque ^ -f- A^ elle est dans le plan des zx^ 
car elle a une composante de translation parallèle au 
nouvel axe hélicoïdal et une composante de rotation per- 
pendiculaire à l'axe des y^ or ces deux composantes sont 
dans le plan des zx. Les vitesses du point A aux épo- 
ques t el ^ -i- A^ étant dans le plan des zx^ il en est de 

d}b 
même de son accélération et l'on a — rr = o. On a encore 

Pi=qi~o, ri = w; 

enfin, si l'on mène par le point A une parallèle à l'axe 
hélicoïdal à l'époque ^ + A^, on aura l'axe de la rotation 
Instantanée, à cette même époque, dans le mouvement 
relatif du solide autour de A, donc l'accélération angulaire 

de ce mouvement est dans le plan des zx et -p- = o. Les 

^ at 

formules qui donnent les composantes de l'accélération 

deviennent alors, avec ce choix spécial d'axes coordonnés, 

i â}a drx 

'^ dt^ *^ dt 

^'^) <^y=^-dr-^dF-''^^ 

d^c dpi 



^""^ dt^'^^ dt 

4. — Foyers, plans focaux et droites conjuguées. 

114. Considérons un solide animé d'un mouvement 
quelconque et proposons-nous de chercher le lieu des 
points de ce corps dont la vitesse est, à l'époque t^ 
parallèle à une direction donnée. Soient /, m, n les 
cosinus directeurs de cette direction, par rapport aux axes 

ViLUÉ. — Cinématique. ii 
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entraînés ; le lieu cherché satisfait aux équations 
P ^ qZ — rY _ Q -^ rX — pZ _R-h pY — qX 



l 



m 



n 






Écartant les hypothèses 

SP/? — o et S//>=ro 

qui exprimeraient, la première qu'il y a rotation simple, 
la seconde que la direction considérée est normale à l'axe 
hélicoïdal, on trouve deux équations distinctes du premier 
degré; le lieu cherché est donc une droite, elle est d'ail- 
leurs parallèle à l'axe hélicoïdal, car la parallèle à la droite 
trouvée menée par l'origine des axes mobiles contient le 
point de coordonnées X =/?, Y r= ^r, Z = r. Ce résultat 
était aisé à prévoir, car tous les points d'une droite paral- 
lèle à l'axe hélicoïdal ont évidemment leurs vitesses égales 
et parallèles. 

115. Théorème L — Dans un plan pris dans le corps 
solide, il y a, à V époque t, un point et un seul dont la 
vitesse est perpendiculaire à ce plan. 

En effet, si l'on cherche à l'époque t tous les points dont 
la vitesse est parallèle à la normale au plan, on trouve une 
droite parallèle à l'axe hélicoïdal ; cette droite coupe en 
général le plan en un point qui est le point cherché. 

Ce point s'appelle /?(5fe om foyer duplan^ et le plan se 
nomme plan focal ou plan polaire du point. 

L'équation du plan focal d'un point x^yy z est donc 

(i5) v^{li^x)^Vy{Y-y)-^v,{Z-z)^o, 

Si Ton a pris l'axe hélicoïdal pour axe des z, cette équa- 
tion devient 



- (Dj (X — a?) -h (0^ (Y — j) + V"(Z — xf) = o, 
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y// 



;rY— j^Xh (Z — ^) = o. 



H6. Théorème II. — Lorsqu'une droite AB est nor- 
male à la vitesse de Vun de ses points A, elle est nor- 
male à la vitesse de tout autre point B de cette droite. 

Soient, en effet, AI l'axe correspondant au point A 

Fig. 75. 




{Jig- 75) et BP la perpendiculaire abaissée du point B sur 
cet axe, on a 

(C^B)^(i^A) + (03XBP). 

Or la vitesse de rotation o) x BP est perpendiculaire 

, au plan BAI et par suite à la droite AB; v^ transportée 

parallèlement à elle-même au point B est, par hypothèse, 

perpendiculaire à AB, donc il en est de même de la vitesse 

du point B, somme géométrique de ces deux vitesses. 

117. Théorème III. — Le lieu de toutes les droites pas- 
sctnt par un point F, et normales à la vitesse de tous 
leurs points, est le plan focal de ce point. 

Toutes ces droites doivent en effet être normales à la 



f 



î 
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vitesse du point F, elles sont donc dans un même plan 
normal à cette vitesse. 



118. Théorème IV. — Si une droite située dans un 
plan est normale à la vitesse d'un de ses points^ elle 
passe nécessairement par le foyer du plan. 

Soit MK (Jig. 76) une droite située dans le plan P; si 
elle ne passait pas par le foyer F de ce plan, ç^ serait per- 

Fig. 76. 




pendiculaire à MK par hypothèse et à FM, d'après le théo- 
rème III; elle serait donc perpendiculaire au plan et ce 
plan admettrait deux foyers F et M. 

119. Théorème V. — Quand la droite d'intersection 
de deux plans passe par le pôle de l'un d'eux, elle 
contient aussi le pôle de l'autre. 

Soient, en effet, ag la droite d'intersection de deux plans 
P et n et F le point de cette droite pôle du plan P; cette 
droite étant normale à la vitesse d'un de ses points F et se 
trouvant contenue dans le plan H passe par le pôle ^ de 
ce plan. 

120. Théorème VI. — Le lieu des foyers des plans 
passant par une droite D est une autre droite A ; réci- 
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proquement les plans passant par A ont leurs foyers 
sur la droite D. 

Soient P et P' {Jig» 77) deux plans passant par la 
droite D, F et F' leurs foyers, et A la droite qui joint ces 
deux points, nous établirons d'abord la réciproque. Tout 




plan tel que FF'ç passant par A, aura son foyer en ç sur 
la droite D ; en effet, ce j[)lan passant par le foyer F de P 
aura son foyer sur la droite Fç intersection de ces plans; 
ce foyer devant se trouver pour la même raison sur la 
droite F'9 sera en ç. 

Considérons maintenant un plan quelconque passant 
par D, ce plan contenant les foyers ç et <p' de chacun des 
plans FçF', Fç'F', son foyer sera dans chacun de ces 
plans, donc sur leur intersection A. c.q.f.d. 

Les droites D et A, qui sont telles que chacune d'elles 
est le lieu des foyers des plans passant par l'autre, sont 
dites conjuguées. 

Remarque. — Quand des droites ont un point commun 
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M, leurs conjuguées sonl dans le plan polaire 
Soit, en effet, A la droite conjuguée de D pas 
le plan passant par A et M aura son foyer sur 
donc au point M, 

121. Théorème VII. - Toute droite qu\ 
deux droites conjuguées est normale à la 
tous ses points. 

Soient, eneffet,D et A deux droites conjugui 
droite qui les rencontre respectivement en a ' 
Aga a son foyer en a, donc la droite ^a est i 
vitesse de a et par suite de tout autre point de ' 

Réciproquement, une droite a^ normale à 1 
ses points et qui rencontre une droite D doil 
sa conjuguée A. Car la droite «^ normale à I 
ses points étant le plan Da;(3 doit passer par le 
plan, qui est d'ailleurs sur A, donc elle rencoi 

122. Problème. — Une droite étant donnée 

conjuguée. 

Prenons pour axe Oz l'axe instantané du 
hélicoïdal à l'époque considérée, et pour axe ( 
courte distance AB de l'axe hélicoïdal et de 
dont on cherche la conjuguée {fig. 78). Soi 
et ç l 'angle de la droite D avec Oz ; les équati 
droite sonl 

X ^:La, / ^= s tangtf. 

L'équation du plan focal d'un point M de 

a Y — zX tangœ + — {Z — z) — o; 



r 
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ce plan passe par la droite A quel que soit le point M 
considéré sur D, c'est-à-dire quel que soit z; écrivant que 
son équation est indépendante de z^ on a les équations de 
la droite A 

0, aY 4- \"Z = 0, (o X tangcp + \" ^ o. 
Ces équations montrent que la droite A coupe l'axe des 




^ et lui est perpendiculaire ; on a 



(16) 



BC 



O) tangcp 



V" 
tangcp, z= , 



91 étant l'angle de A avec Oz, 

On voit que si la droite D est parallèle à l'axe hélicoïdal, 
la droite A est rejetée à l'infini. 

De ce qui précède résulte encore le théorème suivant. 

123. Théorème VIII. — La perpendiculaire commune 
à deux droites conjuguées quelconques rencontre Vaxe 
hélicoïdal et le coupe à angle droit. 

124. Théorème IX. — Une droite normale à la vitesse 
de tous ses points est conjuguée d^ elle-même. 
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Cette droite passe, en effet, par le pôle de tout plan qui 
la contient, elle est donc le lieu des pôles de ces plans, 
c'est-à-dire sa propre conjuguée. 

En vertu du théorème VII, toute droite rencontrant 
deux droites conjuguées est conjuguée d'elle-même. 

125. Théorème X. — Deux couples quelconques de 
droites conjuguées sont sur un même hyperboloide. 

Soient D et A, D' et A' deux couples de droites con- 
juguées, par les trois premières droites faisons passer un 
hyperboloïde et considérons une génératrice a^ du second 
système de cet hyperboloïde ; elle sera normale à la vitesse 
de tous ses points puisqu'elle rencontre D et A, et comme 
elle rencontre D' elle coupera aussi sa conjuguée A'. Or aP 
est une génératrice quelconque du second système de la 
surface, donc A' étant rencontré par toutes les génératrices 
du second système est une génératrice de l'hyperbo- 
loïde. 

Si D' est parallèle à l'axe hélicoïdal. A' est rejeté à l'infini 
et la surface est un paraboloïde hyperbolique. 

126. Problême. — Trouver le point central et le para- 
mètre de distribution d'une génératrice d'une surface 
gauche. 

Une surface gauche quelconque peut être regardée 
comme engendrée par une droite, dans son mouvement le 
plus général. Supposons ce mouvement connu et pro- 
posons-nous d'abord de trouver le plan tangent ou la nor- 
male, en un point M d'une génératrice D {fig 79). Cette 
normale est perpendiculaire à la trajectoire de M, donc, 
puisqu'elle rencontre D, elle doit rencontrer sa conjuguée 
A; elle est d'ailleurs perpendiculaire à la génératrice D de 



r 
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la surface, la normale cherchée MN s'obtiendra donc en 
menant par le point M un plan normal à D et joignant le 
point N où il coupe A au point donné M. 

On voit que les normales à la surface le long d'une 
génératrice D engendrent un paraboloïde, car elles sont 
normales à D et par suite parallèles à un plan iixe et elles 
s'appuient sur deux droites fixes D et A. 

Cela posé, soient Oz l'axe hélicoïda] et AOC la perpen- 

Fig. 79. 




diculaire commune aux droites D, A et Oz, ce sera aussi 
la normale à la surface en A; proposons-nous de trouver 
son angle avec MN. Menons MP parallèle à AG et CP 
parallèle à D, la droite NP située dans le plan NMP nor- 
mal à D est normale à CP; elle l'est aussi à MP, car 
cette droite MP parallèle à AC est par suite normale à D 
et A ou au plan NCP. Les deux triangles NPM et NPC, 
rectangles en P, nous donnent 



NP =z PM X tango, NP — PC x tang(cp -+- cpi) 



d'où 



(a 4- b) tango = AM x tang(9 4- tpi), 
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Or, en général, si A est le point central d'une gén 
AM d'une surface réglée et 6 l'angle des plans tj 
ou, ce qui revient au même, des normales en M et 

. AM 

langa = -^ , 

donc, ici, A est le point central et 



lang(if 4-çiJ 
le paramètre de distribution. 

127. Déplacement d'un corps solide assujett 
taines conditions. — ■ Pour déterminer complète 
position d'un corps solide dans l'espace, il faut > 
ditions ; en effet, trois points déterminent la positi 
corps solide, or leurs neuf coordonnées sont li 
trois relations qui expriment que les distances de i 
points sont constantes, il reste donc six paranièti 
traires. 

Si le corps n'est plus soumis qu'à cinq conditio 
sGs points vont décrire des courbes ; introduisons, i 
la condition que le z d'un point Mo du corps soit ( 
égal à 3o, les coordonnées x,y,z d'un autre poil 
conque M du corps seront déterminées et connues 
tion de Zq, 

S) donc on considère Za comme un paramètre vai 
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point M se déplacera sur une certaine courbe et il en sera 
de même de tous les autres points du corps solide. 

Supposons qu'on se donne seulement quatre conditions, 
ajoutons-y les deux données j^o ^o> nous aurons alors les 
six conditions nécessaires pour déterminer la position du 
corps solide et les coordonnées de M seront des fonctions 
connues de^o ^^ -^o? 

ces équations signifient que le point M est assujetti à 
rester sur une certaine surface. Ce sont ces surfaces qu'on 
appelle sur/aces trajectoires des différents points du corps. 

128. Théorème XI. — Quand un corps solide est assu- 
jetti à quatre conditions j il y a deux droites Y^ et 1^ qui 
restent conjuguées dans tous les mouvements instan- 
tanés quHl peut prendre. 

Quatre droites étant données, il en existe généralement 
deux autres qui les rencontrent. Si, en effet, par les trois 
premières on fait passer un hyperboloïde, cette surface 
sera rencontrée parla quatrième droite en deux points par 
chacun desquels passe une génératrice du second sys- 
tème ; ces deux génératrices rencontrent les quatre droites 
données. Il y aurait toutefois une infinité de solutions, si 
les quatre droites étaient sur un même hyperboloïde. 

Gela posé, considérons quatre points quelconques 
M, N, P, Q d'un corps solide, ils auront chacun une sur- 
face trajectoire S|,S2, S3,S4; en ces points menons les 
normales aux surfaces trajectoires, il y aura généralement 
deux droites D et A rencontrant ces quatre normales. Pour 
tout déplacement du corps compatible avec les liaisons, les 
normales considérées seront normales aux trajectoires 
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des quatre points M, N, P, Q, la conjuguée de la droite D 
sera donc rencontrée par les quatre normales (théo- 
rème VII), elle ne pourra être par suite que la droite A. 

129. Théorème XII. — Parmi tous les déplacements 
possibles d'un corps solide assujetti à quatre condi- 
tions, il y en aura deux qui se réduiront à de simples 
rotations instantanées. 

Nous verrons, en effet, dans le Chapitre suivant, que le 
mouvement le plus général d'un solide peut se décomposer 
en deux rotations instantanées autour de deux droites 
conjuguées D et A ; dans le cas actuel, les deux paramètres 
arbitraires qui achèvent de définir le mouvement seront 
les vitesses de rotation; or on peut, en particulier, faire 
nulle l'une d'entre elles et le mouvement se réduit alors à 
une rotation instantanée autour de l'autre. 

130. Théorème XIII. — La normale à la surface tra- 
jectoire d'un point quelconque rencontre les droites 
D et A. 

En effet, le plan normal à la trajectoire d'un point A 
dans une rotation instantanée autour de D passera par 
cette droite et, comme il contient également la normale à 
la surface trajectoire de A, cette normale rencontrera la 
droite D ; pour la même raison, elle rencontrera la droite A. 

131. Théorème XIV. — Dans tous les mouvements pos- 
sibles d'un corps assujetti à quatre liaisons, il n'y a 
qu'un groupe de deux droites restant constamment 
conjuguées. 

Si, en effet, deux droites D et A restent conjuguées dans 
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tout mouvement compatible avec les liaisons, elles sont 
rencontrées par les normales aux surfaces trajectoires de 
tous les points et en particulier par les normales aux sur- 
faces S^, Sa, S3 et S4; or ces normales ne sont pas en 
général sur un même hyperboloïde, puisque se donner 
quatre conditions revient à se donner arbitrairement ces 
quatre surfaces ; donc, puisqu'il n'y a que deux droites 
rencontrant ces quatre normales, il n'y a aussi que deux 
droites restant conjuguées d'elles-mêmes dans tout mou- 
vement compatible avec les liaisons. 

Remarque. — L'existence des droites conjuguées D et A 
est subordonnée à cette condition que la normale à la sur- 
face S4 rencontre Thyperboloïde défini par les normales 
aux trois surfaces S,, S2 et S3. 

132. Application. — Mouvement d'un corps solide 
dont un point décrit une sur/ace donnée, tandis qu'un 
plan lié au corps reste tangent à une autre surface, le 
point de contact restant fixe dans le plan. 

La première condition est simple et la seconde triple, 
soit en tout quatre conditions; donnons-nous comme cin- 
quième condition que le point de contact M du plan P avec 
la surface S décrive une ligne de courbure de la surface. 

Soient R le rayon de courbure de cette ligne, /, /w, n 
les cosinus directeurs de la normale à la surface, œ^ y, z 
les coordonnées du point M et p la distance de ce point 
à un point fixe quelconque P de la normale, on a pour les 
coordonnées du point P 

d'où 

dx^ = <f^ -H p dl^ dy\ ^zdy -h p dm, dz^ zrzdr -[- ^dn\ 
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mais la formule de Rodrigues donne 

dx dy dz ^ 

dl dm dn 
on a donc 

û?j7, rz: (R -f- p) û?/, é/ji = (R-i- p) ûfm, 

dzi = (R 4- p) dn; 

or, si le point P est au centre de courbure principale, 
= — R et l'on a 

dx^ ■= o, dy^ = o, dz^ = o. 

La vitesse du centre de courbure est nulle et le mou- 
vement se réduit à une rotation instantanée autour d'une 
droite D passant par ce point; cette droite devant d'ail- 
leurs être normale à la trajectoire du point M sera dans le 
plan de la seconde section normale principale. 

Les droites conjuguées D et A vont donc passer par les 
centres de courbures principaux et sont dans les plans 
des sections normales principales. 

5. — Des complexes linéaires. 

133. On appelle complexe un ensemble de droites assu- 
jetties à une condition unique. Prenons la droite sous sa 
forme la plus simple, 

x=zaz-{-p, y=zbz-{-q, 

et donnons-nous une relation entre ses quatre paramètres, 

nous aurons particularisé les droites de l'espace ; ce sont 
les droites satisfaisant à cette condition qu'on dit former 
un complexe. 
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Par chaque point Xq^ y^^ z^ de l'espace passent une 
infinité de droites appartenant au complexe ; leur lieu forme 
un cône dont on obtient l'équation en remplaçant dans 

9 (a, 6, Xç^ — a^o> /o — ^-^o) = o 

les quantités a et 6 par ? et - — —^ • 

Le complexe est dit linéaire quand la relation donnée 
est linéaire par rapporta a^ b^ p^ q el aq — bp^ et qu'elle 
est par conséquent de la forme 

(17) Lan- M6-}- P/? -H Q^-HR(a^ — 6/?) -i-Siizo. 

434. Théorème XV. — Un complexe linéaire est U en- 
semble des droites conjuguées d^ elles-mêmes, par rap- 
port à un mouvement convenablement choisi. 

Pour le démontrer, nous chercherons la relation entre 
les quantités a, b, /?, g' pour les droites conjuguées d'elles- 
mêmes dans un mouvement quelconque, et nous verrons 
si nous pouvons identifier la relation ainsi obtenue avec 
celle qui définit le complexe linéaire. Nous définirons 
l'axe hélicoïdal du mouvement par ses cosinus directeurs 
a, p, Y et uii point ^o? ^0 ^a) soient en outre, o) la vitesse 
de rotation et V la vitesse de translation le long de cet 
axe, les composantes de la vitesse d'un point quelconque 
seront 

f;^ = Va -I- o) [p (^ — ^0) — T (7 — ro)], 
Vy — y^-^-^l^iX'-Xçi) — ql{z —Zo)]y 

Pour exprimer que la droite 

x=zaz-^p, y = bz-hgy 

* 

est normale à la trajectoire de l'un de ses points x = p^ 
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y z=.q^ >3 = o, nous écrirons la relation 

avx -^- ^Vy -h l'a = o ; 
or 

ç»^ — Va -h co ( — Yç -+- Y7o — P-So ). 

^jr - - Vp -h w (y/? -+- a-5o — ï-^To), 

^s = Vy -h w (a^ — ?/?-+- P^o — a/o ; 

d'où la relation cherchée 

(18) V(aa4- ^p + y) "^~ ^ [<*^ — P/^ ^"ï (^/^ -~^^)] 

elle est bien de même forme que celle qui définit un com- 
plexe linéaire. Pour montrer qu'elle est aussi générale, 
identifions les coefficients àe p^q Qlaq — bp^ nous aurons 

0)^=1= — P, (ooc-Q, WY = — R, 

ces trois équations déterminent déjà la direction a, % y ^^ 
Taxe hélicoïdal et la vitesse angulaire w de la rotation; 
nous avons en outre 

Va + w(YJu — P'5o)= L, Vp-Hto(azo— Y^o)~M, 

VY4-w(p;ro — a/o) = S, 
d'où 

V = La + MpH-SY; 

une des trois relations précédentes peut alors être sup- 
primée et les deux autres donnent les équations de l'axe 
hélicoïdal. 

135. Théorème XVI. — Si une courbe est telle que 
ses tangentes appartiennent à un complexe linéaire, 
le plan osculateur de la courbe en un point quelconque 
est le plan focal de ce point. 

Cette proposition est due à M. Appell. 



r 



GHAP. IV. — MOUVEMENT GÉNÉRAL d'uN SYSTÈME INVARIABLE. 177 

Prenons pour axe des z l'axe du complexe, l'équation 
de ce complexe prendra la forme simple 

V 

(19) aq^bp=^z=:k] 

cherchons alors la condition pour qu'une courbe ait ses 
tangentes satisfaisant à cette équation. Les équations de 
la tangente sont 

dx dy dz 

ou 

dx dx 

dz dz 

on doit donc avoir 

dz \ dz J dz \ dz J 

et la relation diflFérentielle qui exprime que toutes les tan- 
gentes à la courbe appartiennent au complexe est 

(20) y dx — xdy=r-kdz\ 

d'où 

y d}x — X d^y = k d}z. 

Éliminant, à l'aide de ces relations, dz et d^z dans l'équa- 
tion du plan osculateur, on trouve 

(X — 3c)y{dy d^x — dx d^y) -^{Y — y)x {dxd^y — dyd^x) 

4- (Z — z) k {dx d^y — dy d^x) == o 

ou 

;r Y — jX + A: (Z — ^) 1= o ; 
ViLUÉ. — Cinématique. 12 
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c'est l'équation du plan polaire du point x, y, z de la 
courbe. 



136. Théorème XVII. — Si d'un point A de l'espace 
on mène les plans osculateurs à une courbe jouissant de 
la propriété d'avoir toutes ses tangentes appartenant 
à un complexe linéaire, les points de contact seront 
dans le plan polaire du point A. 

Soit, en efiet, M l'un des points de contact ; la droite AM, 
étant dans le plan polaire de M et passant par le pôle M 
de ce plan, est normale à la vitesse de tous ses points; 
donc toutes les droites telles que AM sont dans le plan 
polaire du point A. 

Réciproquement, si l'on mène le plan polaire de A, les 
plans osculateurs des points tels que M où il coupe la 
courbe passent par le point A, car la droite AM étant 
normale à la vitesse du point A est normale à la vitesse 
de M, elle est donc dans le plan polaire de ce point. 

Parmi toutes les courbes satisfaisant à la condition pré- 
citée, étudiées par Chasles, se trouve la cubique gauche, 
on a alors ce théorème : 

Par un point quelconque A de l'espace, on peut 
mener à une cubique gauche trois plans osculateurs, et 
les trois points de contact sont situés dans un plan qui 
passe par le point A. 

137. Propriétés des surfaces réglées dont toutes les 
génératrices font partie d'un complexe linéaire, — Le 
plan tangent en un point M d'une génératrice AB a son 
pôle en M' sur la même droite et réciproquement le plan 
polaire d'un point M' contient la génératrice AB et est 
tangent en un seul point M de cette génératrice. Le sys- 
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tème des points M et M' forme donc une division homo- 
graphique 

Ao^oîM-B^-l- Cx' -{- D = o; 

le plan tangent coïncidera avec le plan polaire aux points 
pour lesquels ;r = a;' et il y aura, sur chaque génératrice, 
deux points jouissant de cette propriété. Il en résulte que 
le lieu de ces points forme sur la surface une ligne à 
deux branches. 

138. Les tangentes à la courbe, lieu des points pour 
lesquels le plan tangent et le plan polaire coïncident ^ 
font partie d^un complexe linéaire, — En effet, la tan- 
gente en A à cette courbe étant située dans le plan tan- 
gent en A est dans le plan polaire de ce même point^ elle 
est donc conjuguée d'elle-même. Ces tangentes font partie 
du complexe auquel appartiennent les génératrices de la 
surface. 

139. Cette courbe est une ligne a^ymptotique de la 
surface, car, les tangentes à cette courbe appartenant au 
complexe, le plan osculateur de la courbe en A est le plan 
polaire de ce point, c'est-à-dire le plan tangent à la sur- 
face ; la courbe, jouissant de cette propriété que tous ses 
plans osculateurs sont tangents à la surface, est une ligne 
asymptotique. 

140. Le degré de cette courbe G est égal à la classe 
d^une section plane quelconque de la surface, — Pour 
le démontrer, coupons la surface par un plan P de foyer F 
{fig* 80) et soit <p la courbe d'intersection ; le point A, 
pôle du plan tangent T, étant sur l'intersection des deux 
plans, il en est de même du point F; la droite AF est donc 
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tangente en A à la courbe if. Réciproquement 
F d'un plan P on mène une tangente à la ce 
tersectîon de ce plan avec la surface, le point 
sera sur la courbe C; car, si G est la génératri 
face passant en A, GAF sera le plan tangent 
or il contient les deux droites FA et AG 




d'elles-mêmes, donc le point A sera le pôle i 
gent et appartiendra, par suite, à la courbe 
remarque, on conclut qu'il y a autant de po 
contre du plan P avec la courbe que l'on pi 
de F de tangentes à la section plane œ, ce qui 
théorème. 

141. Sur/aces réglées ayant deux direc 
lignes. — Les génératrices de ces surfaces 
d'une infinité de complexes linéaires. Soient 
une génératrice quelconque, A et B les po 
rencontre les directrices D et A, considéron 
ment résultant des deux rotations u et u' au 
droites; la vitesse du point B n'aura qu'une 
provenant de la rotation o, elle sera donc per 
au plan passant par ce point et la droite D, c' 
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la génératrice G. Toutes les génératrices rectilignes de la 
surface sont des droites conjuguées d'elles-mêmes dans le 
mouvement ainsi défini, or ce mouvement dépend du 

rapport —jy on en conclut que les génératrices de la sur- 
face font partie d'une infinité de complexes linéaires; à 
chacun de ces complexes correspond une ligne asympto- 
tique G, et l'on pourra obtenir toutes les lignes asympto- 
tiques de la surface en faisant varier le paramètre arbi- 
traire -7- Ge qui précède s'applique aux conoïdes, car on 

peut considérer un conoïde comme ayant une seconde 
directrice rectiligne A située à l'infini dans le plan direc- 
teur; on en conclut que les lignes asymptotiques d^un 
conoïde sont telles que leurs tangentes appartiennent 
ÔL un complexe linéaire, 

142. Surfaces réglées du troisième ordre, — Elles 
jouissent de la propriété d'avoir deux directrices recti- 
lignes; car si l'on considère quatre génératrices et les deux 
droites D et A qui les rencontrent, ces dernières droites 
ayant chacune quatre points communs avec la surface y 
sont contenues tout entières. Le degré des lignes asympto- 
tiques est égal à la classe d'une section plane de la surface, 
or une section plane quelconque est une courbe du troi- 
sième ordre, il semble donc que sa classe soit égale à six, 
mais il est facile de reconnaître que cette courbe a un 
point double et, par suite, que sa classe doit être abaissée 
de deux unités. Gonsidérons, en efiet, une section plane 
passant par une génératrice, la section se composera de la 
génératrice et d'une conique en chaque point de laquelle 
passe une génératrice de la surface, or, la conique étant 
une courbe unicursale, toutes les génératrices de la sur- 
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face seront déterminées individuellement et la 
sera nnicursale; il en sera de même d'une sectioi 
quelconque, donc toutes ces sections étant des 
iinicursales du troisième ordre auront un point 
En résumé, les lignes asj'mplotiques d'une surfaci 
du troisième ordre sont des courbes gauches c 
trième ordre. 
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CHAPITRE V. 

COMPOSITION DES MOUVEMENTS. 



1. — Composition des vitesses. 

143. Un corps solide S peut être animé d'un certain 
mouvement par rapport à un système invariable S', qui 
est lui-même en mouvement relativement à un troisième 
système fixe S''; on dit alors que le corps S est animé 
de deux mouvements simultanés. Composer ces mouve- 
ments, c'est, par définition, trouver le mouvement absolu 
du système S; on définirait de la même manière la com- 
position d'un nombre quelconque de mouvements. 

Il y a lieu de distinguer deux questions, celle des 
vitesses et celle des accélérations. 

Nous avons vu que la vitesse absolue est la somme 
géométrique de la vitesse relative et de la vitesse d'en- 
traînement, donc, au point de vue des vitesses, l'ordre 
dans lequel se présentent les mouvements composants est 
indiflférent. 

Le problème de la composition des vitesses permet 
parfois de trouver les tangentes à certaines courbes 
gauches définies géométriquement, et par suite les équa- 
tions de ces courbes. 

144. Application. — Trouver les trajectoires ortho- 
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gonales des génératrices rectilignes d'un ky 
de révolution. 

Nous preadrons pour axe des z, Taxe de l'h 
et le plan du cercle de gorge pour plan des a. 
le rayon du cercle de gorge, y l'aagle des ( 
avec l'axe, l'angle a;0 A(^g'. 8i) ei p la di 




Supposons que la génératrice AM tourne d' 
ment uniforme autour de O^, avec une vi 
laire <i), et qu'en même temps, le point M décr 
ratrice, de telle sorte que son mouvement abs 
sur la trajectoire orthogonale cherchée, alors la 
de la vitesse absolue du point M sur la gêné 
nulle. Cherchons donc les projections sur Al\ 
vitesses composantes ; celle de la vitesse relati 

vitesse relative elle-même -^- 

Pour avoir la projection de la vitesse d'eni 
nous prendrons OA pour nouvel axe des x, 
santés de celte vitesse sont alors — o)_j^ suivi 
tùx'=ii>a suivant Oy-, la première est perp 
sur AM; quant à la seconde, sa projection si 
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ratrice est 

(ùacos I — [--^ \ ^=z — (aa sin^. 

On a donc réquation 

dû 

~ — (oa sinv =2 c, 

dt • 

d'où 

p zzztaatsin^ -h c 

OU, en éliminant le temps à Taide de la relation 6 = 0)^, 

p=: a6 siiiY 4- c; 

c'est l'équation des trajectoires orthogonales cherchées. 

145. Composition de deux translations. — Le mou- 
vement résultant est une translation dont la vitesse est 
égale à la somme géométrique des vitesses des deux mou- 
vements composants. 

146. Composition de deux rotations autour d'axes 
concourants, — Soient OA = o), OA' = w' les axes des 
deux rotations composantes {fig. 82). Le mouvement 
résultant doit être une rotation autour d'un axe issu du 
point O, puisque le point O est fixe dans les deux mou- 
vements. Cherchons donc un second point M dont la 
vitesse absolue soit nulle; il ne peut être que dans le 
plan AOA', autrement les deux vitesses composantes ne 
seraient pas suivant la même ligne et ne pourraient pas se 
détruire; en outre, il faut que le point M se trouve dans 
l'angle AOA' pour que les vitesses composantes puissent 
être opposées l'une à l'autre. De plus on doit avoir 

O) X MP '= O)' X MF, 
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MP et MP' étanl les distances du point M aux droites OA 
et OA'; mais, dans le plan, le lieu des points tels que Ton 
ait 

MP ù)' 

lûTôi = — = const. 
MP a> 

est une droite issue du point O ; cette droite est donc 
Taxe de la rotation résultante. Il est aisé de voir que cette 



Fig. 82. 
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droite est la diagonale du parallélogramme construit sur 
OA et OA', ou que l'on a bien 

(oxGQ=:a>'xGQ'; 

les deux membres représentent, en effet. Faire du parallé- 
logramme OAGA'. 

L'axe résultant est donc dirigé suivant la diagonale du 
parallélogramme construit sur les axes composants ; de 
plus, il a pour grandeur la longueur même de cette dia- 
gonale. Pour le démontrer, évaluons la vitesse du point A 

çj, = Qx AI, 

AI étant la distance du point A à l'axe OG et Û désignant 
la vitesse angulaire inconnue de la rotation résultante; 
d'autre part, les vitesses composantes du point A sont 
l'une égaie à zéro et l'autre à o)' x AK ; on doit donc 
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187 



avoir 



Û X AI == 0)' X AK z=z aire OAGA' = 2 aires OAG — OG x AI, 
d'où l'on conclut 

ûz=OG. C.Q.F.D. 

Le mouvement résultant d'un nombre quelconque de 
rotations concourantes est une rotation autour d'un axe 
égal à la somme géométrique des axes des rotations com- 
posantes. 

147. Composition de deux rotations autour d^axes 
parallèles et de même sens. — Soient ces deux axes 
OA = (i), 0'A'= (i)' mesurés à partir de leur perpendicu- 
laire commune OO' (Jig. 83). La vitesse résultante pour 

Fig. 83. 




un point quelconque est évidemment , parallèle au plan 

perpendiculaire aux deux axes, par suite les vitesses de 

tous les points du système sont parallèles à un plan ; on en 

conclut que le mouvement résultant est un mouvement 

de rotation autour d'un axe parallèle aux axes considérés. 

Cet axe est le lieu des points de vitesse nulle, or ces points 

sont dans le plan des deux axes, et si M est l'un d'eux, on 

doit avoir 

MP 



w' 
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l'axe de la rolalîoa résultante est parallèles 
tioDs données et divise leur distance du 
inverse des vitesses angulaires. Enfin la , 
l'axe de la rotation résultante est égale i 
rotations composantes ; en effet, la vitesse 
pour composantes ut x 00' et zéro, d'où 

on aurait de même 



d'où, en ajoutant, 



148. Composition de deua: rotations . 
parallèles et de sens contraires. — On 
précédemment, que le mouvement résuliai 
lion autour d'un axe parallèle aux deux 
sens du plus grand et égal à leur difTérence 
le perpendiculaire 00' aux deux premier 
situé sur le prolongement de celte droite 
distances aux axes composants soient inver 
lionnelles aux grandeurs de ces axes. 

149. Couple de rotation. — On doi 
couple de rotation à l'ensemble de deux i 
parallèles et de sens contraires. Sil'onchei 
ces rotations par la règle précédemmeni 
trouve que l'axe de la rotation résultante < 
à l'infini, car de 

10' ~ <o 
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on tire 



00' (o'^w 



10' ■" a> 



O, 10' =: 00 . 



Mais on peut reconnaître directement qu'un couple 
de rotation équivaut à ui^e translation perpendiculaire au 
plan des deux axes; la vitesse p d'un point quelconque 
M de ce plan a pour expression {^fig> 84) 

(^ = o) X O'M — 0) X OM = 0) X 00' = const. , 

donc le plan et par suite tout le système est animé d'un 
mouvement de translation normal au plan des deux axes. 
Cette vitesse de translation ne dépend que de la direction 

Fig. 84. 
4 



K 



co 



oa 



du plan des deux axes et du produit w x 00' que l'on 
nomme moment du couple; elle est donc indépendante 
de l'orientation de la droite 00' dans le plan des deux 
axes, toutefois son sens change si l'on change le sens de 
ces axes relativement à leur normale 00'; un couple de 
rotation est donc défini par trois éléments : la direction de 
son plan, son moment et son sens. 

On peut inversement remplacer une vitesse de transla- 
tion V par un couple de rotation, pourvu que l'on prenne 
le plan des deux axes perpendiculaire à cette vitesse, et 
que le moment du couple soit égal à V, en tenant compte 
de son sens. 

150. Théorème. — Une rotation peut toujours être 
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remplacée par une autre égale, parallèle e 
sens, et une translation perpendiculaire a 
deux axes de rotation. 

Soit OA^w un axe de rotation {_fig. 85) 

Fi g. 85. 




sons, en un point quelconque O', deux axes 
O'A', O'A" de sens contraires et égaux l'un et 
rien n'est changé au point de vue des vitesses 
OA, O'A" peut être remplacé par une tram 
aura ainsi une rotation O'A' égale et parallèle à 
et une translation perpendiculaire au plan de ( 
Inversement, on peut remplacer une rota 

Fig- «fi- 



une translation V {fig- 86 ) par une rotation uai 
V est perpendiculaire à OA, 

En effet, on peut d'abord remplacer V pai 
de rotation de sens convenable, situé dans un p 
diculaire à V et passant par OA. Orientons I 
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modifions, au besoin, ses composantes, de telle sorte que 
sans changer son moment. Tune des rotations dont il se 
compose devienne égale et directement opposée à OA; 
alors, les deux rotations OA, OA' se détruisant, il restera 
la rotation unique OA". Il suffit, pour réaliser ces condi- 
tions, de transporter l'axe OA parallèlement à lui-même 
dans le plan perpendiculaire à V et dans un sens conve- 
nable, d'une quantité 00' donnée par la relation 

V 
00' = -* 



151 . — Composition de deux rotations autour d^axes 
quelconques, — La vitesse du mouvement résultant est 
alors celle d'un mouvement hélicoïdal. Soient, en effet, 

Fig. 87. 




OA = (i), 0'A'= i^' {fig* 87) les deux axes donnés; au 
point O' appliquons deux rotations 0'A< = w, 0'A2 = — w, 
OA et 0'A2 forment un couple équivalente une translation 
perpendiculaire au plan OAO' et telle que Ton ait 
V = 0) X 00 1 ; restent deux rotations concourantes O'A' 
et O'Ai qui se composent en une rotation unique û. 

D'ailleurs la translation V n'est pas perpendiculaire à û ; 
car l'étant à w, elle le serait au plan O'A'Ai , or elle l'est 
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déjà au plan OAO', ces deux plans se confonilri 
et les deux rotations seraient dans uu même pi 
esl contre l'hypothèse. 

La translation n'éUnt pas perpendiculaire à It 
on ne peut avoir de rotation unique, donc le m 
résultant est hélicoïdal. 

Corollaire. — N rotations autour d'axes qu 
se réduisent à une translation et à une rotation 
sul'flt, en efiet, de faire en O', pour toute autr 
O'A", ce que l'on a fait pour la rotation OA, 
ensuite à composer des rotations et des translat 
courantes, ce qui donnera en fin de compte un 
tion et une rotation. 

i52. Théorème, — Le mouvement général à 
solide peut se ramener à deux rotations a 
droites conjuguées. 

L'un des deux axes pouvant être choisi arbiti 
excepté parmi les parallèles à l'axe hélicoïdal et 
conjuguées d'elles-mêmes, il y a par suite une i 
manières de décomposer en deux rotations le m 
le plus général d'un solide. 

Soient, en effet, D une droite quelconque doi 
faire le premier axe de rotation, M l'un de ses 
sa vitesse, P le plan focal de M et Ml = w l'axe i 
correspondant au point M {Jig- 88 ) ; décompose 
tion u en deux autres, l'une MA = u'suivant M 
MB ;^ 0)" suivant la trace du plan I MD sur le plai 
décomposition est possible car MD n'est coni 
avec MB, sans quoi la droite D normale à la 
l'un de ses points M, serait conjuguée d'elle- 
avec l'axe instantané MI, autrement cette droiti 
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direction des axes instantanés, ce qui esl encore contraire à 
l'hypothèse; enfîn MI n'est pas non plus confondue avec 
MB puisqu'alors l'axe instantané étant perpendiculaire à 
la vitesse V, on n'aurait plus un mouvement hélicoïdal 
véritable, mais une simple rotation autour d'un axe. 
Cela posé, remplaçons V par le couple MG, QS situé 




dans le plan P, en prenant MG = QS = a" et MQ en 
avant du plan AMB, alors MG détruit MB et il reste en 
définitive les deux rotations 



MA = 



QS. 



dont u est la somme géométrique. 

La droite QS ou A est conjuguée de D, car la vitesse 
d^uii point quelconque de A n'a d'autre composante que sa 
vitesse de roLation autour de D ; la vitesse de N esl donc 
normale au plan mené par N et D, donc le point N e.st le 
loyer de ce plan et la droite A le lieu des foyers des plans 
passant par la droite D. 

Remarques. — I. Le théorème s'applique encore au cas 
où la droite donnée D est parallèle à l'axe hélicoïdal, elle se 
ViLu£. — Cinématique. i3 
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Tond alors avec l'axe correspondaDt I 
ils M et la rotation u a lieu autour 
Heurs la conjuguée A est rejetée à l'îi 
lire P, or on peut précisément regar 
jmme une rotation autour d'une droit 
ui lui est normale. 

'.. Un mouvement étant défini par les 
lur de deux droites D et A qui soni 
JQguées, on peut construire directe) 
lai de ce mouvement. Cet axe Ù est 1 
ue des rotations tù et o)', on connaît di 
lirection et les angles ç et ç, qu'il faii 
t A ; il suffît, pour achever de le déterr 
itesse de translation V" et le point O o 
pe la plus courte distance AC des dr 
,(nM22) 

^c='f;(^ •- 

U \tangEp tang<p,, 

iule qui donne V ; la distance OA i 
ée par la formule 



I. Le déplacement de la droite D j 
une simple rotation autour de sa c 
e que les plans normaux aux trajeci 
il3 de D passent par A. De là rési 
indiquée par Ctasles pour l'axe hélii 
laît la direction des vitesses de trois 
nène en A, B, C les plans normaux au 
its; les deux premiers se coupent suii 
liers suivant Pfî AP et «p, BC et f 
èmes de droites conjuguées. Menons 
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dîcutaire commuiie à A6 ei 
l'axe hélicoïdal doit rencont 
k angle droit; il est donc le 



153. TnËORÈUE DE CORIOLI: 



Y l'accélération absolue d' 
fr son accélération retativ< 



Ye son accélération d'entr. 

point coïncident; 
Vr la vitesse relative dupo. 
G l'angle de Vr avec l'axe 

point M, dans le mouver 
MI = 11) l'axe instantané ci 

On a 

cette dernière grandeur a 
M, perpendiculairement à 
instantané, dans le sens Oi 



?F- 



196 TRAITE DE CIKEHATIQl'E. 

instantané ferait tourner l'extrémité de l 
relative. 

L'accélération complémentaire 2 w Crsinfl a re^ 
d'accélération centripète composée; on voi 
(ju'elle est égale au double de la vitesse de l'ext 
de la vitesse relative, tournant autour de MI. 



154. Démonstration géométrique. — Soient] 
lion du mobile au temps t (,/îg. 90), MN sa ti 




relative, MM' celle du point coïncident, N et M' 
tions de ces points sur leurs trajectoires au temp 
f , Ve et Vr les vitcsscs absolue, d'entraînement et 
si l'on prend sur ces deux dernières droites des 1 



MT' — c.rff, 



MT": 



',.dt, 



les droites T'M' — 3' et T"N — S" représenteront 
vement les déviations des mouvements d'entraîi 
relatif. La diagonale MT du parallélogramme 
sur MT'et MT" sera vdt, et, pour avoir la déviation 
il suffira de joindre le point T à la position N' d 
au temps ï4- dt. 
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Pour arriver à connaître la position absolue N' de M au 
temps t -\- dt^ on peut remarquer que le mouvement élé- 
mentaire d'entraînement de la trajectoire relative MN du 
point M résulte de deux autres : un mouvement de trans- 
lation qui amènerait MN en W^^ et un mouvement de 
rotation autour d'un certain axe Ml qui se confond, à 
la limite, avec l'axe instantané du mouvement d'en- 
traînement correspondant au point M. Or il est facile 
de suivre le point N entraîné ainsi avec le système 
auquel il est lié. En effet, la translation MM' peut être 
opérée au moyen de deux translations MT', T'M'; par 
suite de la première, MT" vient en T'T et le point N en R 
obtenu en menant TR égal et parallèle à ^'\ la seconde 
amène le point R en N^, la droite RN| étant égale et paral- 
lèle à S', et Ni est la position de N après la translation MM'. 
Effectuons maintenant la rotation autour de Ml; le point 
N| décrira un arc de cercle de rayon NJ perpendi- 
culaire au plan IM'Ni. N' étant la position du mobile au 
temps t + at^ TN' est la déviation absolue cherchée. 

Cela posé, la ligne TN' est la résultante de TR = è", 
déviation relative, de RN| == 8', déviation d'entraînement, 
et de la corde N<N'; cherchons la grandeur de l'arc N,N' : 

NiN'=r toc?^ X INi = a><i^ X (^r<^^sin6 =:a)(;;.sinô x dt'\ 

on en conclut que l'accélération absolue est la résultante 
de l'accélération relative, de l'accélération d'entraînement 
et de l'accélération centripète composée 20) Pr sinO. Quant 
à la direction de cette dernière, elle est perpendiculaire 
au plan mené par la direction limite de M'I, qui est celle 
de l'axe instantané, et par celle de M'N^ ou de la vi- 
tesse relative Vr\ enfin son sens est celui que la rotation 
d' entraînement tend à imprimer au point Nj, or, à la limite, 
la droite M'N^ vient coïncider avec la direction Vr^ 
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135. Démonstration analytique. — Des 
traDsformalion 



on déduit tes composantes de la vitesse 

r (da „ rfa V ^^' t '^^\ i '^^ 

T-ym'^^Tt^^ lû'^^-dFJ^V'dï^'- 
ei celles de Taccéléralion suivant les axes fixe 

'^y dt'-'^" dt^'^'- dl'-)^^\dtdt^ c 

et deux autres analogues. 

La première parenthèse est la valeur que p 

si l'on y considérait X, Y etZcomme des con! 
composante suivant O^ de l'accélération d'entr 

La seconde parenthèse représente évidemi 
jeclion sur 0:i7 de l'accélération relative ^r- 

Pour évaluer la troisième parenthèse, m£ 
point A, origine des as.es entraînés, une droite. 
égale ea grandeur, direction et sens à la vitess 
du point M; elle aura pour projections s 
mobiles 



et ces quantités représentent également les > 
relatives du point B; les coordonnées absolue: 



CHAP. V. — COMPOSITION DES MOUVEMENTS. 



199 



sont donc 



.r, = « 4- 



dt dt dt 



Supposons maintenant le point B lié au système mobile 



^'g. 91- 




et entraîné avec lui, sa vitesse aura pour projection sur Ox 



dx\ 
~dt 



da 
di 



dkdK. do^dY^M^ 
dt dt dt dt dt dt 



Le premier terme étant la projection de la vitesse de 
l'origine A, les autres qu'il s'agissait d'interpréter repré- 
sentent nécessairement la projection de la vitesse du point 
B, dans sa rotation d'entraînement autour de l'axe instan- 
tané AI; or cette vitesse 

a> X BI, = 0) X AB X sin6=z:<o(^rSinô, 



d^x 



la troisième parenthèse de -rv est donc égale à deux fois 



dt 
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la projection de la quantité géométrique i 
direction et le sens ont été définis précède 

(ï) = (ï.) + (Yr) + (a<.>i'.sine; 

Corollaires. — I. Les projections de 
Coriolis sur les axes entraînés sont celles 
vitesse du point B, dans la rotation înstai 
donc respectivement pour valeurs 

■'!!)• 'V-di-PTty ^ 

On peut d'ailleurs arriver directement 
obtenir ainsi l'interprétation des troisièi 
composantes de l'accélération absolue. 

II. On tire du théorème précédent 

(ïr)^(Y)-(ï.)-(2u.c,sin 

formule importante quand on étudie le mr 
Le terme — auf^sinQ représente l'a 
centrifuge composée, c'est l'accélération 
en sens contraire. 

Remarque. — L'accélération de Corioli 
accélérations se composent alors comme I 
chacun des trois cas suivants : 

i" <i) = o, le mouvement d'entraînemen 
translation ; 

2° Vr = o, le point est à l'instant consid 
relatif, c'est-à-dire en repos par rappori 
traîné ; 

3" e = o, la vitesse relative est parallèli 
tané du mouvement d'entraineraent. 

1S6. Application. — Considérons une < 
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dans un plan autour d\in de ses points Oy et un point 
M mobile sur la droite, proposons-nous de trouver 
V accélération absolue de ce point, en prenant pour 
mouvement d'entraînement celui de la droite. 

Si nous désignons par r et ô les coordonnées du point 
mobile, nous aurons d'abord 

dr d*r 

Le point coïncident de M décrivant un cercle, Taccélé- 
ration d entraînement a pour composantes — ''(;>;) ^"*" 

vaut le rayon OM, et r-j-^ suivant sa perpendiculaire MT. 

Enfin l'accélération de CorioHs normale à l'axe de rota- 
tion et au rayon vecteur est dirigée suivant MT et a pour 

valeur 

d^ dr 

Les composantes de l'accélération absolue sont donc 

^_,. /^^'' 
dt^ ' \dt 

suivant le rayon vecteur, 

<i*Ô dr d^ 



^ dt^ dt dt 

suivant sa perpendiculaire. 

Nous retrouvons ainsi des expressions déjà calculées 
directement (n° 21). 

157. Théorème DE RiVALS. — Considérons un solide S, 
mobile autour d'un point fixe O, et soient /?, q^ r les 
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composantes de sa rotation instantanée 
temps (. Proposons-nous d'établir les C 
l'accélération de l'un des points M de et 
diant son mouvement relativement à un 




animé d'un mouvement de rotation unifor 
ment pour projections p, q et r. 

A l'instant considéré, les deux rota 
mêmes, la vitesse relative est nulle et l'on 

{■!) = (te) + (■{.■)■ 

Le mouvement d'enlrainemcnt étant 
uniforme de rotation, l'accélération y? est 
est dirigée suivant la normale MQ à l'axf 
MQ X ÔÂ' . 

Pour avoir l'accélération relative Yd rei 
temps ( + dt, les composantes de la rota 
OA' sont 



ç*. 



_dq 



dl. 
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et que, par suite, le mouvement relatif, difTérence géo- 
métrique des deux rotations OA et OA', est une rotation 
a^aot pour axe OS, et dont les projections sur les axes 
sont 

±di, ^dt, fdl; 
dt ' dt ' dt ' 

OS est donc le produit par dt de l'accélération angu- 
laire OJ. 

La vitesse relative étant nulle au temps l, l'accélération 
relative est le quotient par dt de la vitesse relative au 
temps ï-i-rf(;or cette vitesse relative due à la rotation 
OS est égale à OS x MP, MP étant la distance du point 
M à la droite OJ, l'accélération relative sera donc 

^xMP^OJxMP; 

elle est d'ailleurs dirigée suivant la droite MN normale au 
plan du point M et de l'accélération angulaire. 
On démontre ainsi le théorème de Rivais {n" 91 ). 
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MÉCANISMES. 



158. Les mouvements employés d 
des plus simples; ils se ramènent ^én 
types suivants : mouvement circulai} 
tiligne. Ces mouvements peuvent d'ai 
c'est-à-dire toujours dans le même se 

Les mécanismes ont pour but de tr 
vemeuts les uns dans les autres. Paru 
sons auxquelles donnent lieu ces ( 
pris deux à deux, avec répétition, i 
transformations suivantes, qui sentie 

1° Deux mouvements circulaires i 
linus ou alternatifs; 

2" Un mouvement circulaire contlni 
alternatif rectitigne ou circulaire; 

3° Deux mouvements alternatifs, l'u 
rec tiligne. 

i59. Les mécanismes rentrent gén 
deux types suivants : 

Les systèmes articulés dans lesquels 
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mais les distances des articulations restent invariables. 
Les systèmes en contact dans lesquels une pièce p 
animée d'un mouvement M, imprime par contact continu 
à une pièce /?' un mouvement M'. Les engrenages rentrent 
dans ce second type. 

1. — Transformation d^un mouvement circulaire 
continu en un mouvement circulaire continu. 

Nous distinguerons trois cas, suivant que les axes des 
deux mouvements sont parallèles, concourants ou quel- 
conques. 

1o LES AXES SONT PARALLÈLES. 

Cette transformation s'opère d'ordinaire, soit par une 
bielle, soit par des chaînes ou courroies, soit par des 
engrenages, 

160. Manivelles et bielle d^ accouplement . — Une 
manivelle est une tige en fer dont une extrémité est calée 
rectangulairement sur un arbre ou cylindre tournant ; 
l'autre extrémité nommée maneton est recourbée parallè- 
lement à l'arbre. Les boulons ou manetons des deux 
arbres sont réunis à l'aide d'une tringle normale aux deux 
arbres, et qu'on nomme bielle d^ accouplement. Si les 
manivelles OA, O'A' sont de même longueur et si la lon- 
gueur de la bielle A A' est égale à la distance 00' des 
axes, la figure OAA'O' reste toujours un parallélogramme 
et les vitesses angulaires de rotation des deux arbres sont 
les mêmes à chaque instant. 

La barre de la manivelle est souvent remplacée par une 
roue entière qui porte le bouton. Ce mécanisme est em- 
ployé dans les locomotives. 
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161- Courroie de transmission. — Deuj 
montées sur des arbres parallèles O et O' {J 
courroie en cuir flexible et inextensible pass 
de chacune des poulies. Les vitesses de toui 
la courroie ont même grandeur et comme 1 
glisse pas sur les jantes des poulies, il en 
des vitesses de ces jantes. Si donc V est cetl 




mune, K et R' les rayons des poulies, u et a' 

angulaires, on a 

V = o>R =7 w'R', 

d'où 

<«^_R 
<o'~ R' 

les vitesses angulaires des deux poulies si 
inverse de leurs rayons. Ces vitesses sont < 
dans le cas de la figure, mais si l'on croise la 
sont de sens contraires. 

Assez ordinairement, on monte sur l'arbrf 
veut transmettre le mouvement de l'arbre m 
roues égales placées à côté l'une de l'auti 
sur l'arbre et faisant corps avec lui et l'a 
laquelle on fait passer la courroie quand c 
donner de mouvement à l'arbre. 

On remplace parfois la courroie par i 
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mailles dite de Vaucanson, seulement les roues sont 
alors munies de dents qui entrent dans les mailles. 

Pour des communications à de grandes distances on 
emploie souvent un câble en fil de fer supporté de dis- 
lance en distance par des galets ou roues folles; dans ce 
cas, les roues sont munies de gorges qui empêchent le 
câble de les quitter. 



162. Des engrenages, — Un engrenage est un sys- 
tème de deux roues liées chacune à un arbre mobile, et 
qui se commandent mutuellement. 

Étudions le cas où les axes de rotation C et Q [Jig, 94) 

Fig. 94- 




des arbres mobiles sont parallèles et supposons d'abord 
que leurs vitesses angulaires w et w' soient de sens con- 
traires. Comme on fait les roues cylindriques afin de 
répartir l'effort exercé tout le long d'une génératrice, il 
suffit de considérer la section droite du système. 

Soit A le point de contact des courbes BAD, B'A'D' ou 
dents ^ liées la première à la roue G, la seconde à la roue 
G' ; proposons-nous de déterminer le rapport des vitesses 
angulaires de ces roues, ainsi que la vitesse de glissement ; 
considérons, à cet effet, le mouvement relatif de la roue G' 
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pur rapport à la roue C, la vilesse relati 
férence géomélrique de la vitesse absolue 
d'entraînement, il suflira pour l'obtenir 
rotation absolue <•>' avec la rotation d' 
prise en sens contraire; or les rotations 
de même sens, ie mouvement relatif est 
autour d'un axe I parallèle aux premiers 
plan et tel que 

0) X IC = w' X IC ; 

la droite Al sera donc normale à la viti 
point A' de la courbe B'D', c'est-à-dire ai 
en contact. Enfin la vitesse de glissemen 
relative de A', elle aura pour expression 

C, = ÛX ,\I=::(<o + <o')\l 

(i) et u' étant les valeurs absolues des roi 
tique, la roue conductrice a une vitesse 
tient à ce qu'il en soit de même de l'au 
les elTorts considérables qui se produirai 
l'inertie, s'il y avait des variations dans 
roue conduite; la première condition à r 
que le point I soit iixe, et alors la nor 
au profil des dents en contact passe par 
Celle condition étant remplie, le rapp( 
angulaires sera constant et le même que 
cation de mouvement avait lieu par le roi 
conférences de rayons CI et CI, qu'on no 
raison circonférences primitives. 

De la formule qui donne la vitesse di 
conclut qu'il n'y a roulement des dents qui 
a lieu sur la ligne des centres; celte vitess 
tionnelle à la normale AI, il y a intérêt à c 



r 
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ait lieu le plus près possible du point I, de là la nécessité 
de réduire les dimensions des dents qui doivent succes- 
sivement venir en contact, ce qui revient à augmenter 
leur nombre autant que le permet leur solidité. 

163. Détermination du profil des dents, — Le pro- 
blème à résoudre est celui-ci : 

Connaissant le profil B'D' d*une dent de la roue C, 
déterminer le profil BD d'une dent de la roue C. 

Considérons, à cet efiet, les roues comme invariablement 
liées aux circonférences primitives de rayons r et r' ; dans 
le mouvement de C relativement à C, les circonférences 
primitives resteront tangentes et il en sera de même des 
dents ; d'ailleurs la vitesse relative du point de contact I de C 
sera nulle puisque I est l'axe instantané de la rotation rela- 
tive, le mouvement relatif est donc épicycloïdal. Les dents 
devant rester constamment en contact, le profil de D sera 
l'enveloppe des positions que prendra D' dans ce mouve- 
ment épicycloïdal ; de plus la normale commune à D et à 
D' passera à chaque instant par le centre instantané de 
rotation. 

On peut donc imaginer une infinité d'espèces d'engre- 
nages, suivant le profil que l'on donne à l'une des dents; 
pratiquement on n'en a guère employé que trois. 

164. Engrenages à lanterne, — Les dents de la roue 
G' sont des cercles égaux dont les centres sont sur la 
circonférence primitive C; elles prennent le nom de 
fuseaux^ la roue G' s'appelle lanterne et la roue C rouet. 

Ces engrenages que l'on trouve encore dans quelques 
vieilles machines, ne sont plus employés. 

165. Engrenages à dents épicycloidales, — Le profil 

ViLUÉ. — Cinématique. i^j^ 
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de la dent D' est ici une épicycloïde ayant pour base la 
circonférence C; la recherche du profil de la dent D, quon 
nomme conjugué du premier, est basée sur le théorème 
suivant : 

Le profil conjugué d'une épicycloïde ayant pour base 
la circonférence primitive Cl et pour roulante la circon- 
férence G', est une autre épicycloïde ayant pour base 

Fig. 95. 




Vautre circonférence C et pour roulante la circonfé- 
rence c" {fig* 95). 

A et B étant deux points fixes des circonférences pri- 
mitives G et a qui doivent venir en contact, on aura con- 
stamment, dans le roulement de C sur G, arc BI = arc Al; 
soit G"' une circonférence assujettie à toucher constamment 
les deux autres en leur point de contact I, avec la condi- 
tion arc MI = arc AI, M étant un point fixe de la circon- 
férence G", le mouvement absolu de M sera un mouvement 
épicycloïdal résultant du roulement de G" sur G. Comme 
on a aussi arc MI = arc BI, G'' dans son mouvement rela- 
tivement à G' engendrera également une épicycloïde et les 
deux épicycloïdes E' et E sont tangentes en leur point 
commun M, puisqu'elles admettent la même normale MI. 
Si donc on considère le mouvement relatif de G' par rap- 
port à G regardé comme fixe, l'épicycloïde E' entraînée 
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avec G', touchant constamment répicycloïde fixe E, cette 

dernière sera l'enveloppe de la première, ce qui montre 

que le profil conjugué de Tépicycloïde E' est répicycloïde E. 

Dans le cas particulier qui est celui de la pratique, où 

la circonférence G' étant intérieure à C, on a /'' = — , on 

2 

a vu (n® 42) que Tépicycloïde E' est un diamètre du cercle 
C, la dent D' est donc plane, on la nomme yZa/ic et l'épi- 
cycloïde conjuguée E se nomme face. On voit immédia- 
tement que le point M étant intérieur à G' et extérieur à G, 
les flancs sont intérieurs et les faces extérieures respec- 
tivement à leurs circonférences primitives. 

166. Gela posé, considérons deux dents sur chaque 
roue, l'une en deçà, l'autre au delà de la ligne des centres, 
on voit qu'avant le passage à la ligne des centres les 
flancs poussent les faces {fig, 96) et que c'est l'inverse 

Fig. 96. 



qui se produit au delà de la, ligne des centres. 11 résulte 
de là que si l'on ne donnait de flancs qu'à la roue conduite, 
par exemple, le contact utile n'aurait lieu qu'après la ligne 
des centres; pour obvier à cet inconvénient on donnera 
des flancs et des faces à chacune des deux roues. 

Une dent se composera donc de deux parties, une inté- 



aiï TRAITE DB CINEMATIQUE. 

Heure à la circoaférence primitive (on désigne 
de creux la partie intérieure comprise entre 
dont les côtés AF et BG {Jig- 97), portions t 
la circonférence primitive, constitueront les il: 
partie ADEB extérieure à la circonférence pri 
l'on appelle plus particulièrement dent ou 




limitée par des arcs d'épicjcloïde AD. BEjprofi 
des flancs de l'autre roue. Les saillies et le 
creux sont limités par des circonférences con 
la circonférence primitive, 



167. Engrenages à développantes de 
Soient C et C les deux circonférences pi 
centres O et O' (Jig- 98); prenons comme 
développante d'une circonférence A'B' de c 
profil conjugué D sera la développante d'u 
rence AB de centre O. Si, en effet, M est le 
courbe D' touche son enveloppe pour la pi 
la roulante dans le mouvement relatif de C p 
C, MI est tangente à la circonférence A'B' com 
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à sa développante D' ; de plus MI est normale à l'enveloppe 
des diverses positions de D', or la distance OB du point O 
à cette droite est constante en vertu de la similitude des 
triangles rectangles lOB, lO'B', qui donnent 



OB _ r 
r' 



O'W ~ -' ' 



d'où 



OB 



p=: p'X -7 = C0nst. j 



donc les normales à la courbe D conjuguée de D' sont 



Fig. 98. 




) 



tangentes à un cercle fixe de rayon p et par suite D est 
une développante de cette circonférence AB. 

On voit encore que, dans le mouvement réel, le point 
de contact M se déplace sur la tangente commune BB^ 
aux circonférences p et p'. 

168. L'engrenage à développantes présente sur l'engre- 
nage à flancs trois avantages. 

1® Avec cet engrenage on peut faire conduire par une 
même roue O plusieurs roues 0', C, ... de diamètres 
difrents. Il suffît, en efi*et, pour que ces engrenages soient 
corrects, que les rayons p,p', p", . . » des circonférences dont 
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on trace les développantes, satisfassent aux re 



ce qui est toujours possible. 

L'engrenage à flancs, au contraire, est impo 
rayons r*, Z', ... ne sont pas tous égaux, car 
engrène régulièrement avec O', il faut que ses 
des arcs d'épicjcloïde ayant pour base la cirer 

et pour roulante une circonférence de rayon — 

elle n'engrènera plus régulièrement avec O", . 
toutefois tourner la difficulté comme suit : C 
les dents de O et O' sans nous inquiéter des a 
puis prenons pour profil des dents de O" 
conjugués des flancs et des faces de O, nous > 
ainsi pour O" des dénis dont les parties inté 
circonférence primitive ne seront plus planes 
une complication. 

2' Si la distance des axes est altérée soit par 
tage, soit par usure des tourillons, l'engren 
cesse d'être exact. Supposons, en effet, que poi 
quelconque la distance des axes ait varié, et 
R' les rayons des nouvelles circonférences pr 
devra avoir simultanément 

d'où 

R R' ît-i-R' ,, 

et par suite 

K — kr, R'=kr'. 
Mais alors, pour que les profils des dents t 
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exacts, il faudrait que les saillies soient des arcs d'épi- 

kr' 
cycloïde engendrés par une circonférence de rayon — 

roulant sur une circonférence de rayon kr^ ce qui n'a pas 
Heu ; donc l'engrenage à flancs n'est plus exact. 

Au contraire, l'engrenage à développantes reste exact 
malgré la variation de distance des axes, puisque la relation 

à vérifier 77=^ l'est en vertu de - = £7 • Cet avantage est 
R R' r r ^ 

le plus important. 

3® L'usure des dents d'un engrenage à développantes 
de cercle, si elle est uniforme, n'altérera pas les propriétés 
de l'engrenage. En effet, le profil de chaque dent étant 
transformé en un autre qui lui est parallèle, ces courbes 
admettront les mêmes normales pt, par suite, la même déve- 
loppée, elles seront donc les développantes du même cercle. 

Malgré ces avantages, l'engrenage à développantes de 
cercles est beaucoup moins employé que l'engrenage à 
fliancs parce que, toutes choses égales d'ailleurs, les dents 
de l'engrenage à développantes de cercles sont beaucoup 
plus minces à leur extrémité que celles de l'engrenage à 
flancs, et par suite présentent beaucoup moins de ré- 
sistance. On ne l'emploie guère que quand on veut faire 
conduire un grand nombre de roues par une seule autre. 

En horlogerie on se sert exclusivement de l'engrenage 
à flancs. 

169. Engrenages intérieurs, — Nous avons supposé 
jusqu'ici que les vitesses de rotation des deux arbres 
étaient de sens contraires. On peut avoir aussi à trans- 
former un mouvement de rotation en un mouvement de 
rotation de même sens. Si la place le permet, on intro- 
duira une roue intermédiaire O'' {Jig. 99) ; la roue O tour- 
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naol dans un certain sens fera tourner O" e 
et cette même roue 0' imprimera à la rou 




tion contraire à la sienne propre, c est-à- 
sens que celle de la roue O. 

Si la distance des axes de rotation O et 
pas de loger cette roue intermédiaire, il ff 
aux engrenages intérieurs. 

Soient O et O' les axes de rotation {^fig 




les vitesses angulaires supposées de même se 
drons sur 00' prolongé dans un sens conve 
I tel que 

o> X 01 ^ «>' X O'I. 

les circonférences de centres O et O' et I 
seront les circonférences primitives. 



CHA.P. VI. — MECANISMES. 



217 



La théorie des engrenages intérieurs est la même que 
celle des engrenages extérieurs. 

Pour réaliser l'engrenage à développantes de cercles, 
on mènera par I une droite quelconque IB, les distances 
des points O et O' à cette droite seront les rayons p et p' 
des cercles dont on prendra les développantes pour profils 
des dents ; les centres de courbure B et B' de ces déve- 
loppantes étant tous deux du même côté de I, les profils 
des dents ont leurs concavités dans le même sens et alors 
les dents de la grande roue sont concaves, ce qui les rend 
faibles à leur extrémité; à cause de cet inconvénient, ces 
engrenages sont peu employés. 

On peut aussi employer l'engrenage à flancs, mais on 
ne pourra donner à la fois à la grande roue des flancs et 

Fig. loi. 




des faces. Nous avons vu, en effet, que le lieu des points 
de contact des flancs de la petite roue O', avec les faces de 
la grande roue O {Jig^ 101 ), était une circonférence décrite 
sur 10' comme diamètre; ces points de contact sont donc 
à l'intérieur de la circonférence primitive O. Par suite les 
faces de la roue O devraient, comme ses flancs, être inté- 
rieurs à la circonférence O ; ces deux profils ne peuvent 
donc exister simultanément. 
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On donne ordinairement des flancs à 
des faces à la grande; le contact ne pei 
que d'un côté de la ligne des centi 
inconvénient avec la solution suivante : 

Donnons des flancs ab à la petite roue ' 
les par un arc d'épicycloïde quelconque l 
faces. Il faudra donner comme profil à 1 
profils conjugués de ab et de bc; ce 
d'épicycloïde, seulement la portion conji 
rieure à la circonférence primitive, ser 
concave, 

170. Crémaillère. — Si l'on fait in£ 
circonférence primitive O', celle-ci de" 
l'engrenageprend alors le nom de crémai 
sert à transformer deux mouvements con 
laire, l'autre rectiligne. 

On emploie d'ordinaire l'engrenage à 
conjugués des flancs de la tige sont des é| 

drées par une circonférence de rayon — 
par une droite, qui roule sur la circonft 
cycloïdes sont des développantes de < 
de la roue O ont donc pour faces des 
cercle. 

Les faces de la tige, profils conjugué 
roue, seront engendrées par une circonf 
qui roule sur une droite; ce seront des 

171. Détails pratiques sur les eni 
dents et les creux doivent avoir une f 
afin que l'engrenage puisse tourner dans 
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encore pour que la même roue puisse être tantôt menante, 
tantôt menée, pour un même sens de rotation. 
Soient n et n' les nombres des dents des roues O et O' ; 

quand la première roue tourne de l'angle — , une dent 

prend la place de celle qui la suivait et il en est de même 

pour la seconde roue, qui tourne de Tangle -7-; ces deux 

angles parcourus dans des temps égaux par les deux roues 
doivent être proportionnels aux vitesses angulaires w et w', 
on a donc 

27r 27r 



ou 



: (0 := — T l (3i, 

n n' ' 



/i(i) = n'(û'. 



On appelle pas le quotient de la circonférence primi- 
tive par le nombre des dents; si donc a et a' sont les pas 
des roues O et O', on aura 



2 7c /• r= na, 2 7c r' = n'a'^ 



d'où 

r na 



d'ailleurs 



r' " n'a' ' 



r w' n 

r' CD n! 



ce qui exige que a = a', les pas des deux circonférences 
primitives sont donc égaux. Les intervalles des dents de 
l'une des roues doivent être suffisants pour loger les dents 
de l'autre; on donne généralement un jeu qui varie entre 
~ et ~. Pour satisfaire à l'égalité des pas des deux roues 
on fait les bases des dents, comptées sur les circonférences 
primitives, égales entre elles; il en est alors de même des 
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intervalles qui excèdent les bases du jeu 
donner à l'engrenage. 

Afin de conserver aux dents une solid 
malgré leur petite épaisseur, on leur donne 
■d l'axe de rotation une assez grande dimensioi 
largeur de la denture et qui est de quai 
l'épaisseur. 

Bien que théoriquement un engrenage ] 
transformer deux mouvements simultan 
natifs, cela n'est pas possible en pratique 
ruptures de dents qu'amèneraient infaillible! 
tions de vitesse. 

172, Détermination du nombre des di 
d'un engrenage. — Le nombre des dents d 
engrenage a une limite inférieure, qui est 
de dix dents, sauf en horlogerie oili l'on se c 
dents. Ce nombre de dents a aussi une limi 
sans quoi on ne pourrait exécuter l'engrens 

D'un autre côté, pour éviter de faire > 
grandes ou trop petites, le rapport des viti 
roues ne doit pas être trop petit. Sa limite 
ordinairement j.; en horlogerie on va jus 
tenir compte de ces diverses conditions, ^ 
on procède : 

Soient deux axes parallèles 0( et 0„ anin 
de rotation id| et un ; on établira une série d 
diaires Oj, Oj, , , ., 0„_(, de vitesses wj, 
parallèles aux premiers et situés dans leur pi 
montera une roue A| , sur Oj deux roues B, 
les roues Bj et Aj, . , . , sur O^ une seule ro 
A, engrènera avec B(, A, avec Ba, . . . , A, 
est le nombre de dents d'une roue A et 3 d'i 
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aura successivement 
d'où 

(Oi tti ttj ... a„_i = a)„ Pj P2 • • • Pn-i 
ou 

<»>re aitta ... aff—i 

ce qui permet d'obtenir pour les nombres a et p de dents 
des diverses roues des nombres moindres que ceux qui 

représentent le quotient donné — ^ • 

Supposons, par exemple, que nous voulions réaliser le 
rapport des vitesses g^e, nous prendrons un axe intermé- 
diaire O2 et nous aurons 





cos a, as i ^ 

(Oi pi p2 60^ 


posons 






«1 — «2 — 6, 


d'où 






Pi p2 — 6^x 60, 



nous prendrons alors 

La méthode qui précède cesse d'être applicable si le 
rapport — contient à l'un de ses termes un facteur pre- 
mier très grand ; cela se présente pour certaines horloges 
qui, comme celle de Strasbourg, donnent à la fois le jour 
de la semaine et l'âge de la Lune; on trouve, en effet, dans 



ce cas 



(un 1439 1439 



a>i 3485 85 X 4i 
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Le nombre i439 étant premier, il faudrait donner 1489 
dents à l'une des roues, ce qui est presque impossible. 
On a recours alors aux trains épicycloïdaux. 

173. Trains épicycloïdaux , — Soit AA' un axe de 
rotation sur lequel est calée une roue N {/ig. 102 ) de vi- 
tesse angulaire w; cette roue N porte un axe BB' parallèle 
à AA' et qu'elle entraîne dans sa rotation. 

L'axe A A' porte encore deux roues P et Q non calées ; 



Pc 



u>. 



Ncn: 



(o 



C02 



2 



Fig. 102. 
A 



R 



B 



R 

=3 



\S 



B' 



on fait tourner la roue Q avec la vitesse angulaire W2- 
Enfin l'axe BB' porte deux roues calées R et S qui en- 
grènent respectivement avec P et Q ; le mouvement se com- 
munique ainsi à la roue P et lui donne une certaine vitesse 
angulaire wi que nous nous proposons de déterminer, con- 
naissant les noiahre PjÇ, rets qui représentent respecti- 
vement les nombres de dents des roues P, Q, R et S. 

Considérons, à cet effet, le mouvement du système rela- 
tivement à la roue N, mouvem'ent dans lequel les axes 
AA' et BB' sont fixes ; les vitesses relatives de P et Q sont 
o)i — G) et (02 — w, si donc a est celle de BB' commune à 
R et S, nous aurons 



(<02 — (3ù)g^=:(xSy (&), — u))/?=:a/', 



d'où l'équatioD 



qui donne w, ■ 

Dans la plupart des cas on suppose la roue Q imraob 
Mî =: G el l'on a 



Nous pourrons alors réaliser le rapport— = ttS'i ^' 
aurons, en posant />5 = 3485, 

/•y = 3485 — 1439 = 2046 = 33.63, 
d'où la solution 

/) = 4i , jt = 85, r = 33, q—62. 

On peut aussi se servir des trains épicycloïdaux pi 

Fig. 103. 



-' . . i 

. . —Il' 

P P 

A' '• 



réaliser des rapports très petits entre les vitesses de 
tioo des deuxroueâ. Prenant, par exemple 
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nous aurons 



(O 



1 



O) /i* 



Les engrenages coniques peuvent être employés dans 
les trains épicycloïdaux. Considérons, par exemple, un 
axe AA' sur lequel sont montées deux roues P et Q non 
calées {Jign io3). L'axe AA' en tournant, entraîne dans 
son mouvement un axe BB' qui lui est perpendiculaire et 
sur lequel sont calées deux roues R et S ; la roue fixe Q 
engrène avec S et R avec la roue P comme dans le train 
épicycloïdal que nous avons étudié. 

174. Engrenages hélicoïdaux de Hooke et de White. 
— Dans les engrenages étudiés jusqu'à présent il y a 
glissement des roues dentées, parce que leur contact n'a 
généralement pas lieu au point de tangence des circonfé- 
rences primitives; les engrenages hélicoïdaux, imaginés 
par Hooke en 1674 et réinventés par White en 1808, ont 
pour but de remédier à cet inconvénient. 

Considérons deux arbres parallèles 00 1, O'Oj, de 
vitesses angulaires constantes o) et w', et les cylindres pri- 
mitifs R et R' de ces deux arbres {fig* i o4 ) ; l'engrenage 
se fera sans frottement si le contact des dents a constam- 
ment lieu en un point quelconque de la génératrice com- 
mune AAj des cylindres. 

Pour y arriver, soient BC et BD deux courbes quel- 
conques situées dans le plan des deux axes et en contact 
en B sur la génératrice AA| ; donnons à chacune de ces 
courbes des mouvements hélicoïdaux autour des axes 00| , 
O'O'o nous engendrerons ainsi deux surfaces hélicoïdales. 
Dans le mouvement de rotation de chacune des roues, les 
deux courbes méridiennes BC, BD, sections des surfaces 
par le plan des axes, se déplaceront parallèlement à ces 
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axes, et l'on pourra choisir le pas de chacune de ces sur- 
faces, de telle sorte que le mouvement de translation de 
ces courbes soit le même ; soit V cette vitesse commune 
de translation, constante comme les rotations. Alors le 
contact des deux méridiennes sera réalise à un instant 
quelconque et le point de contact se déplacera simplement 





Fig. 10^. 


A 


0* 




B 

R' 

B' 




J 
0* 


^i 


0.' 



le long de la génératrice AA| ; si donc h et h' sont les pas 
des deux surfaces hélicoïdales, on devra avoir 



d'où 



et comme 



on aura encore 



V h _h' , 

27C 27r 



(1)^ = tù' h' y 



(ûf = a)'/''. 



r"" r'' 



les pas doivent être proportionnels aux rayons des cylindres 
primitifs. 
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El) pratique, l'une des vis est à filet carr< 
l'autre à (ilel triangulaire ou carré (_fig- io5 

Ces engrenages ne sauraient transmette 
notables sans s'user très rapidemeut. Ils ont 

Fig. io5. 



avec succès pour faire tourner des axes avei 
vitesse, en les adaptant à des appareils très It 

t° LES AXES SOOT CO.NCOCBANTS. 

175. Lorsque les axes de rotation sont coi 
solution du problème de la transformation ■ 
ment circulaire continu en un mouvementdu 
peut être obtenue soit par les engrenages c 
par le joint universel de Cardan. 

176. Engrenages coniques. — Soient i 
axes représentatifs des rotations concourante 
l'on suppose constantes; le mouvement de la 
à se relativement à la roue R entraînée a' 
une rotation résultante Q de SC= lu' et SC -■ 



^; ■■"•' ■*» - 
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de sens contraire à SC| (Jig^ io6). Si donc M est le point 
de contact des deux roues et p sa distance à Taxe SI de 
la rotation relative instantanée, la vitesse de glissement 
des deux roues sera 

Les lieux des axes instantanés SI relativement aux roues 
R et R' sont deux cônes de révolution autour des axes SC, 



Fig. 106. 




J3 C 



SC; ces cônes qui, dans le mouvement de R' relativement 
à R, roulent l'un sur l'autre, se nomment cônes primitifs. 
On donne aux dents des roues la forme de cônes ayant 
S pour sommet, le contact a lieu alors tout le long d'une 
génératrice. Pour achever de déterminer les dents, de S 
comme centre avec un rayon arbitraire SA, décrivons une 
sphère, son intersection avec les dents sera le profil sphé- 
rique des dents. On voit qu'on peut déterminer les pro- 
fils des dents coniques sur cette sphère, qui coupe les 
cônes suivant les petits cercles de rayons AB, AB', par 
des considérations et des constructions analogues à celles 
qui ont été employées pour les engrenages cylindriques ; 
les droites sont remplacées par des arcs de grands cercles 
et les épicycloïdes planes par des épicycloïdes sphériques 
résultant du roulement du cercle AB' sur le cercle AB. 
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177. Dans la pratique, par une approximation qui suf- 
fit, on ramène la construction du profil sphérique à la 
construction d'un profil plan. Par le point A de la généra- 
trice de contact des cônes primitifs, on mène la droite 
00' perpendiculairement à cette génératrice, puis on con- 
sidère les points O et O' de rencontre de cette droite avec 
les axes comme les sommets de cônes droits ayant pour 
bases les cercles primitifs de rayons AB et AB', et c'est 
sur les surfaces développées de ces cônes que l'on trace 
les directrices ou profils des surfaces coniques des dents. 

Pour construire les profils des dents sur les cônes et 
O', remarquons que les circonférences AB, AB' de ces 
cônes roulent l'une sur l'autre; or, le point de contact des 
profils coniques étant toujours très voisin de A, ces 
profils diffèrent fort peu de leur développement sur le 
plan tangent en A à la sphère qui est aussi tangent aux 
deux cônes; on peut donc admettre que les profils 
coniques étant constamment tangents, il en sera de même 
de leur développement sur le plan. En conséquence, on 
développera les deux surfaces OAB, O'AB' en deux sec- 
teurs ayant pour distance des centres la longueur 00', 
pour rayons les distances OA, O'A, et pour bases des arcs 
de même longueur que les circonférences primitives de 
rayons AB et AB', puis on prendra ces arcs comme cercles 
primitifs d'un engrenage plan dont on fera le tracé. 

Les profils F et F' de cet engrenage plan étant con- 
struits, on enroulera ces figures sur les cônes O et O' et 
l'on aura ainsi sur ces cônes les profils des dents coniques 
de sommet S qui doivent constituer l'engrenage. 

178. Joint de Cardan. — Ce mécanisme nommé 
encore joint universel ou joint hollandais^ se compose 
d'un croisillon BB', CC {fig* 107) dont les branches 
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sont à angle droit; les axes de rotation OA, O'A' portent 
chacun une fourche CAC, BA'B' invariablement fixée à 
l'axe et articulée aux extrémités de deux bras opposés du 

Fig. 107. 




croisillon. Le centre S du croisillon coïncide avec le point 
de concours des deux axes. 

Dans cet appareil, on peut faire varier à volonté l'angle 
des axes; toutefois, en pratique, cet angle ne devra pas 
être inférieur à i35®. On se sert surtout du joint de 
Cardan pour les mouvements à la main ou pour les mouve- 
ments lents, parce que le rapport des vitesses de rotation 
des deux axes n'est pas constant. 



179. Proposons-nous de trouver la relation entre les 
déplacements angulaires simultanés des deux arbres à 




partir d'une position déterminée, par exemple celle où 
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l'a\c SB est perpendiculaire au plaD fixe ÀË 
l'avu se est dans ce plan (^fig- 108}, 

Supposons que le premier arbre tourne 
d'un angle a, le rayon SB vient en SB| et S 
^ l'angle CSCi, les deux droites SC et SC| 
dans un plan normal à SA. Si donc on consi 

SBB|C|, il a pour angles plans*, -+3et I 
dièdre SB opposé à ce dernier angle est I' 
plans normaux aux axes de rotation, il esi 
aigu ^ de ces axes. 

Appliquant à ce trièdre la formule fondi 
Trigonométrie sphérique 

cosa =r cosft cosc + sinisinccos 
en y faisant 

~ 2 ~ ' 3 ' 

il vient 

tang^ ^=L tanga cosif . 

Les angles a et ^ sont donc en même t( 
droits, mais inégaux en dehors de ces cas, 
sionde mouvement serait impossible si l'angl 

Clierchons la relation entre les vitess 

rfï _ ^_ , 



en dilFérentiant l'éc 



cos'f. cos= 
189(1 -(-Ung'«) _ 



I — sm'asin'a 
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a est la seule variable qui entre dans l'expression du 
rapport — • Pour sin2a= o, — = cos^; pour sm2a=ï, 



O) (i> 



to' I 



— = • Ainsi le rapport des vitesses varie entre cos© et 

o) coscp ' 

son inverse. 

Les vitesses sont égales quand on a 

( I -h tang'a) ces© = i -+- tangua cos'cp, 

, I — ces 9 I 

tang'a == ^- = » 

cos<p — cos-cp coscp 

Quand l'angle 9 atteint sa limite pratique ç = 45®, le 

rapport des vilesses varie de ^= à y/2, c'est-à-dire du simple 

V/2 

au double. 
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180. On peut opérer la transformation de mouve- 
ment par des équipages de roues dentées ou par des cour- 
roies de transmission; on fait encore la transformation 
directe par des engrenages hyperboliques, ou, si les axes 
sont rectangulaires, par la vis sans fin. 

181. Équipages de roues dentées, — Le moyen com- 
munément employé pour établir une communication de 
mouvement, par roues dentées^ entre deux arbres dont les 
axes ne sont pas dans un même plan, consiste à établir un 
arbre intermédiaire dont l'axe rencontre les deux axes 
donnés ou bien est parallèle à l'un d'eux et rencontre l'autre. 
Ce que nous avons dit sur les engrenages cylindriques 
ou coniques permet d'établir facilement le rapport des 
vitesses angulaires des deux arbres ainsi mis en commu- 
nication. 
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182. Poulies et courroies. — Soient {_^ 
deiiK arbres non parallèles A et A' qu'il s'i 
en communication de mouvement; fixons à 
deux poulies BD, B'D' dont les diamètres 
rapport inverse de celui des vitesses angulai: 
obtenir. Les plans médians de ces poulie 
suivant une droite EE'; par un point I q 

Fig. 109. 




cette intersection menons deux tangentes IB 



poul 



et dans l'a 



eBIB' 



si les fon 



une poulie L dite poulie de renvoi^ tourr 
autour de son axe fixe. Par une conslruct 
pour un autre point K de EE', établissons 
poulie de renvoi M, dans l'angle DK.D'; une 
fin enveloppant les quatre poulies procurer; 
cation de mouvement demandée. 



183. Quand les arbres A et A' sont 
éloignés ou font entre eux un angle assez 
supprimer les poulies de renvoi en se f 
remarque pratique suivante : Lorsqu'une < 
sur une poulie il faut, pour qu'elle s'y ma 
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Ja partie AB l^fig* i lo) qui se transporte vers cette poulie 
soit dirigée de manière que la ligne médiane de la cour- 
roie soit dans un plan perpendiculaire à l'axe de rotation 
de la poulie ; mais il est sans inconvénient que la partie CD 
qui quitte la poulie ait une certaine obliquité. Cela vient 
de ce que la courroie une fois appliquée en B sur la 



Fig. iio. 




poulie tourne avec elle et y est retenue ; la force oblique 
qui agit suivant CD, tend la courroie et lui donne cette 
direction, mais ne la fait pas glisser, si l'angle de AB avec 
CD est assez aigu. Aussi est-ce sur la partie AB qu'on agit 
à droite ou à gauche, quand on veut désembrayer la 
courroie. 

Cela posé, étantdonnéslesdeuxaxes Aet A', on mènera 
une droite CC qui leur soit normale et dont les distances à 
ces axes soient respectivement égales aux rayons des pou- 
lies ( cette construction s'effectuera facilement en projetant 
les axes sur un plan qui leur soit parallèle); les pieds O 
et O' {fig* ni) de ces distances seront pris pour centres 
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des poulies. Disposant alors la courroie comi 
la Ggure, le brin montant, oblique sur le plan 
inférieure qu'il quitte, est dans le plan de la 




rieure vers laquelle il se transporte; le brin 
oblique sur la poulie supérieure d'où il vieni 
plan de la poube inférieure où il va. 

184. Engrenages hyperboliques. — Soi 
A'B' = b,' les axes de rotation des roues R et R 
le mouvement de R' relativement à Rrésultei 
tion w' et de la rotation AB, := w égale et coi 
soit encore CD l'ase instantané de rotation 
ment, dans ce mouvement hélicoïdal résuit 
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tourner CD successivement autour de AB et de A'B', on 
engendre deux hyperboloïdes de révolution H et H' qui 
sont les lieux des axes hélicoïdaux dans les corps R etR'. 
Ces hyperboloïdes primitifs sont tangents tout le long 
de CD (n® 108); on peut le voir directement dans le cas 

Fig. 112 




actuel. Si l'on mène la normale MN au premier, elle ren- 
contre son axe AB et est normale à CD et par suite à la 
vitesse du point M, il en résulte qu'elle rencontre la droite 
A'B' conjuguée de la droite AB, donc elle est aussi normale 
à l'hyperboloïde H'. 

Pour trouver la forme des dents, on pourrait appliquer 

Fig. ii3. 




la construction générale des surfaces enveloppes ; on se 
contente ordinairement de stries tracées le long des gêné- 
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ralrices {fig. ii3). Comme il y a glissera 
■ l'axe hélicoïdal, ces engrenages n'ont jai 
frottement, 



185. Vis sans fin. — Elle est employée < 
quent en pratique, où les axes sont rectang 

Disons d'abord quelques mots des vis en 
dérons un cylindre circulaire droit, qui se 
la vis et prenons sur une des génératrices 
égale au pas h, puis divisons-la en n parti 



Fig. . 



Z] 



que aa\ {fig- ii4) et construisons u 
ayant un côté ad dirigé suivant aa, < 

plus égale à la moitié de aUi , ad S — • 
dans chacun des intervalles tels que < 
ainsi le proiil générateur de la vis aui 
primer un mouvement hélicoïdal de 
avoir la vis à n filets carrés; dans ce 
bc engendre un cylindre concentriqut 
et les côtés ab et cd des hélicoïdes r^g 
Le profil de la vis à fdets trianguli 
triangles isocèles égaux dont les bases 
d'une génératrice du cylindre. 



iquel i 
pas; 
mouv 
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186. Dans la vis sans fin on emploie la vis à filet carré; 
le mécanisme se compose d'une vis et d'une roue dentée 
se touchant dans un plan normal à l'axe de la roue et 
passant par celui de la vis, qu'on nomme plan méridien. 
Lorsque lavis tourne, son profil situé dans ce plan méri- 
dien avance d'un mouvement uniforme, dans la direction 
de l'axe; tout se passe donc comme si la roue engrenait 
avec une crémaillère ne portant que des flancs. 

Il résulte de là, d'après ce que nous avons vu pour la 
crémaillère, qu'il faut donner aux dents des roues un 
profil en développante de cercle. Mais il ne suffit pas que 
les intersections du plan méridien avec la vis et la dent de 
la roue se touchent, il faut encore qu'au point de contact 
les surfaces des deux dents aient même plan tangent. Or, 
si r est la distance du point de contact à l'axe de la vis, 
l'angle constant i du plan tangent avec l'axe est donné par 

la formule tangt = —7— et cet angle i est aussi l'angle de 

ce plan avec le plan méridien. La surface d'une dent de 
la roue satisfaisant à cette double condition d'avoir pour 
section une développante de cercle et de faire un angle 
constant i avec son plan est l'hélicoïde développable. Dans 
la pratique, on remplace l'hélicoïde développable par un 
cjlindre faisant l'angle i avec l'axe de la roue. 

On complète le système en donnant à la crémaillère 
des faces cycloïdales et des flancs à la roue ; le contact a 
lieu alors de part et d'autre de la ligne des centres. 

Soient o) et o)' les vitesses angulaires de la vis et de la 
roue, n le nombre des filets de la vis, n' le nombre des 
dents de la roue ; appliquant le raisonnement du n° 171> 
on a 



(DAl =Z(ù' n'. 



La théorie du frottement montre sous quelle condition 
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l'engrenage de la vis sans iîn est réc!proqi 
amplement remplie quand i est voisin de ^a" 

Z. — Transformation dn mouvement circnla 
en rectillgne on clrcnlaire alternai 

187. Bielle et manivelles. — On réalise d 
Iransformalion d'un mouvement circulaire coi 
culaire alternatif, dans le cas des ases parallèl 



l'aide de deux manivelles CA, C'A' ijig- 1 1 
une bielle AA'. 

L'intersection I des normales GA, C'A' au3 
des extrémités de la bielle est le centre i 
rotation de cette tige, d'où, pour la relali 
vitesses angulaires des deux arbres, 



(orsinA ^=tij'/-'sinA', 
1 encore, en abaissant des points C et C I 



^ 
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culaires CP, C'P' sur la bielle, 



wxCP^ito'xC'F. 

Ainsi les vitesses angulaires sont réciproques aux dis- 
tances des centres à la bielle. 

Il est évident que le seul des deux mouvements qui 
puisse être continu est celui de la plus petite manivelle 
CA; la condition nécessaire pour qu'il en soit ainsi est 
que la longueur / de la bielle soit au moins égale à la 
distance DE' 

formule dans laquelle d représente la distance des axes 



/ 



G et G', r et r' les rayons des manivelles ; quand cette 
condition est remplie, dans un tour complet de la mani- 
velle A {fig* 116) l'arc BB' est décrit deux fois. Les 
points B et B' s'obtiennent d'ailleurs en décrivant de G 
comme centre des arcs de cercle de rayons / + r et / — r. 

188. La transformation d'un mouvement "circulaire con- 
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tinu en recliligne alternatif s^opère à Taide de la bielle à 
manivelle, des excentriques ou de la coulisse de Sle- 
phenson. 



489. Bielle à manivelle. — Ce mouvement n'est 
qu'un cas particulier de celui qui précède; le point A', au 
lieu de décrire un arc de cercle, se meut en ligne droite 
{fig. 117)- On réalise cette 'transformation de mouve- 

Fig. 117. 




ment en articulant la bielle en A' avec une tige A'B' 
assujettie, à l'aide de glissières, à prendre un mouvement 
rectiligne dont la direction passe par le point C. 
La vitesse v de la tige est donnée par la formule 

la droite CK. étant menée normalement à CA jusqu'à sa 
rencontre avec la direction de la bielle. 

Déterminons la loi du mouvement de la tige; on a 



CAz=:L=ircos6-t- /ces A; 



or 



r , 



sin A' = ^ sin 6 •= A: sin 6, 
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d'où 

1 A"' . A** 
cosA' =(i — sin*A')2 =1 sin'Ô ^sin*ô — ... 

28 

Le rapport ^=7 n'est jamais plus grand que |, aussi 
néglige-t-on le terme en /r^ et les suivants ; on a alors 

k* f k 
LnrrcosO -h /— / — sin^ô =z /-+- r ( cos6 sin^ô )• 

190. Excentrique circulaire, — Il se compose d'un 
plateau circulaire en métal, calé sur Tarbre moteur G en 
un point autre que son centre O (^^. 118); ce disque 

Fig. 118. 



// ^ jn\ .Tlrrrrrrrrrrrrr*^^ ^ 

4t.{\ \ \— - ..^-^^^^^^^ 



est embrassé par un collier aa, appelé bague et qtii 
porte deux tiges nommées barres d^ excentrique, servant 
à le relier à l'extrémité A de la tige AB qu'on veut faire 
mouvoir d'un mouvement rectiligne alternatif suivant la 
direction BA passant par Taxe G de rotation. 

Les longueurs des droites OA et GO ne changeant pas 
pendant l'a marche, le mouvement de l'extrémité A de la 
tige est exactement le même que si ce point se trouvait 
relié à l'extrémité de l'arbre G par l'intermédiaire d'une 
bielle OA et d'une manivelle GO montée sur cet arbre. 

Dans l'excentrique le frottement est plus considérable 
que dans le système bielle et manivelle; on l'emploie 
ViLUÉ. — Cinématique, 16 
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quand rexcenlricilé GO est trop petite pour permettre 
l'usage de la manivelle. L'excentrique présente cet avan- 
tage de pouvoir se mettre en un point quelconque de 
}'a?e; la manivelle, au contraire, à moins d'employer un 
arbre coudé, ne peut être calée qu'à l'extrémité de l'arbre. 
Dans les machines à vapeur, on se sert de bielle à ma- 
nivelle pour les effets principaux, comme la transforma- 
tion du mouvement du piston en mouvement circulaire; 
l'excentrique s'emploie pour le mouvement du tiroir. 



191. Excentrique à came. — Cet organe est employé 
dans les machines pour transformer un mouvement de 
rotation uniforme en un mouvement rectiligne suivant 
une loi qu'on s'impose à volonté. 

Proposons-nous de trouver le profil d'une came, dans 

Fig. 119. 

B 




le cas où la direction AB {fig^ 119) de la tige à faire 
mouvoir coupe normalement l'axe G de rotation de la 
came, le mouvement de la tige 

r=nt), 

étant donné pour un tour entier de l'axe. 
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Soit CAo le rayon vecteur de la came, qui avait la direc- 
tion A6 à rinstant initial, on aura 

d'où l'équation en coordonnées polaires du profil cherché 

Ô 






4= 



Donnons-nous, par exemple, comme condition, que le 

mouvement de la tige soit uniforme pour un demi-tour 

du plateau 

r =z a -h bt, 

l'équation du profil de la came correspondante sera 

b^ 

tù 

c'est la courbe connue sous le nom de spirale d'Archi- 
mède; on prend seulement la portion de cette courbe 




comprise entre les valeurs zéro et x de l'angle polaire et 
on la complète par une autre spirale symétrique de la 
première par rapport à l'axe polaire. 

Le profil de cette came qu'on nomme, à cause de sa 
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forme, excentrique à cœur^ jouit de la propriété sui- 
vante : les sécantes AA' passant par le pôle G ont une lon- 
gueur constante. On a en effet {fig* 120) 



d'où 



CA == a 4- - Ô, CA r= a + - (-:: — 6), 



AA = 2 a 4- 6 - = const. 



I 

L'inconvénient de cet appareil, c'est que la vitesse de 
la tige AB change brusquement de sens quand le point A 
de la tige passe en D ou en D'; on n'y remédie que bien 
imparfaitement en arrondissant les angles de la courbe. 

192. Excentrique circulaire à cadre. — Dans cet 



Fig. 121. 




excentrique la came est circulaire et agit par contact sur 
un cadre rectangulaire fixé à.la tige AB {fig* 121). 

Le chemin CA parcouru par le point A de la tige est 
donné par la formule 

CA = R + rcosô, 



'■«^"L '^'aW 
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dans laquelle r désigne rexcentricité et R le rayon de la 
came; ce mouvement est sinusoïdal. 

193. Excentrique triangulaire, — Cet excentrique 
sert à transformer un mouvement circulaire continu en 
un mouvement rectiligne alternatif avec intermittences. 
Voici comment on détermine la came. On prend un 
triangle équilatéral OAB (/ig. 122), dont un sommet O 



Fig. 


122. 




Qy 


A 


» 


^y''^^''^\ 




^ 




\'^-^ \ 




^^-^ — -vV A 




a.' 


0; 


*' 



eet sur l'axe de rotation et l'on décrit des trois sommets 
des arcs de cercle ayant pour rayon le côté r du triangle ; 
on a ainsi un triangle équilatéral curviligne qui constitue 
la came tournant autour du sommet O. On donne au 
cadre une hauteur aa! = r, en sorte que les côtés hori- 
zontaux du cadre sont toujours touchés l'un par un som-* 
met, l'autre par le côté opposé de la came. 

Un tour complet de l'arbre se divise en six périodes 
égales; pendant la première, le côté supérieur du cadre 
reste constamment tangent à l'arc AB et le cadre est 
immobile; dans la seconde période, le côté ah du cadre 
s'appuie sur le sommet B de la came tandis que OA est 
tangent à a!b\ enfin dans la troisième le sommet A con- 
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duit le côté a! Il et OB est tangent à ah. Dans ces deux 
dernières périodes le cadre descend d'un mouvement 
sinusoïdal. Les trois autres périodes sont symétriques 
• des premières. 

Ces excentriques ont été quelquefois employés pour la 
distribution de la vapeur dans certaines machines d'un 
type particulier. Comme ils développent un frottement 
considérable , on ne s'en sert que pour transmettre* 
des efforts faibles et dans le cas de mouvements très 
lents» 

194. Coulisse de Stephenson, — Elle a été imaginée 
par Stephenson dès le principe de la découverte des ma- 
chines à vapeur, dans le but de distribuer la vapeur et de 
changer à volonté le sens de la marche dans la machine. 
Pour les locomotives, elle est presque exclusivement 
employée. 

Une coulisse circulaire CC est articulée à ses extré- 
mités avec deux bielles Ce, QJ c' {fig* 128) mues par deux 
excentriques montés sur le même arbre O; dans la cou- 
lisse peut glisser un coulisseau E, auquel est articulée la 
tige EF du tiroir qu'on veut faire mouvoir d'un mouve- 
ment rectiligne alternatif. Ce mouvement est assuré soit 
par une glissière, soit approximativement par un levier 
tournant autour d'un point fixe et appelé bielle de sus- 
pension. 

Enfin un levier coudé ABD dont le sommet B est fixe, 
est articulé d'une part par une barre DC à la coulisse, 
d'autre part à une tige rigide AN qui la relie à une 
poignée M à la portée du mécanicien. En manœuvrant le 
levier MOi, qui tourne autour de Oi, on peut élever ou 
abaisser verticalement la coulisse CC. 

Ayant fixé la poignée M dans une position déterminée, 
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le levier ABD est fixe et le point C de la coulisse est 

Fig. 123. 




par suite assujetti à décrire un arc de cercle ajant pour 
centre le point D ; CD est la bielle de relevage. 

195. Théorème de Philipps. — Le point T de rencontre 
des bielles des excentriques, leur centre O de rotation^ 
et le centre instantané I de rotation de la coulisse 
sont en ligne droite. 

Soient {fig* 124) O Taxe commun de rotation des» 
deux plateaux d'excentrique dont les centres sont en A 
et A'; AB et A'B' les deux barres d'excentrlquç; Ç le 
point d'articulation de la bielle de relevage dont le point 
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D est fixe pendant le mouvement. Le point C décrivant 
un cercle de centre D, le centre instantané de la cou- 
lisse se trouve sur cette droite, soit I ce point. Les droites 
OA. et IB étant normales aux trajectoires des points A 
et B, le centre intantané S de la bielle AB est au point 

Fig. 124. 



-K^ 




de rencontre de ces deux droites; de même le centre 
instantané de A'B' est en S'. 

Soient Cl) la vitesse de rotation de l'arbre des excen- 
triques, 0)' la vitesse de rotation instantanée de la coulisse, 
(i)i et o)'j les vitesses des rotations instantanées de AJB et de 
A'B'; égalant les deux expressions de la vitesse du point A, 

on a 

CD X OA r= toj X SA ; 

on a également pour le point B 

coj X SB=:o)'.X IB, 
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d'où 



(J) 



' OA X SB 



0) ^ SA X IB 

Nous aurons de même avec la seconde barre A'B' 

o/_ OA^xS^B^ 
co ~ S'A' X IB' ' 

d'où 

OA X SB _ OA' X S'B^ 
SA X IB "" S'A' X IB' ' 

Menons IN parallèle à AO, IN' parallèle à A' G, nous 
avons 

^^ _ SA X IB TTVT._ S'A'xIB\ 

" SB ' SB' ' 

on peut donc écrire l'égalité précédemment obtenue 

OA _ OA' 

IN "" IN' ' 

donc les trois droites 10, BA et B'A' sont concourantes 
et le centre instantané I de la coulisse est à l'intersection 
des droites TO et DC. 

On peut encore démontrer le théorème de Philipps en 
s'appuyant sur le théorème général suivant : 

196. Théorème. — Le lieu du centre instantané d^ une 
tige d^un système incomplet, auquel il ne manque 
qu^une liaison, est une droite. 

Soient, en effet, \h et jai deux mouvements possibles de 
la pièce dans son plan, I| et I2 les centres instantanés 
correspondants, le mouvement résultant de \),\ et {ji.2 est 
encore compatible avec les liaisons et a lieu autour d'un 
centre instantané I situé sur I^l2, et comme le rapport 
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^ des vitesses angulaires est arbitraire, puisqu'il manque 

une liaison, le lieu du point I est la droite I1I2. 

Cela posé, la coulisse est un système à liaison complète^ 
car la position de Pun de ses points étant fixée, il en est 
de même de tout le système et le centre instantané d'une 
quelconque des pièces est entièrement déterminé; mais 
si nous coupons la bielle de relevage, on aura un système 
à liaisons incomplètes. Parmi les mouvements de la coulisse 
compatibles avec ces liaisons incomplètes, on aura d'abord 
une rotation autour de O et dans cette rotation le point 
O est le centre instantané de rotation de la coulisse; nous 
en aurons un second en fixant les points A et A'. Dans ce 
second mouvement le point B est sur un cercle décrit de 
A comme centre, le centre instantané est donc sur BA; il 
est de même sur B'A',donc il est au point T de rencontre 
de ces deux droites et la droite TO est le lieu des centres 
instantanés de la coulisse. Si maintenant on rétablit la 
liaison, le centre instantané 1 sera au point de rencontre 
de TO et de DG. 

197. Etude analytique de la coulisse de Stephenson. 
— Dans la pratique on prend 0A= 0A'=7'etAB = A'B'; 
soit 0M= R {Jig* 125) la manivelle du piston qui com- 
munique le mouvement à Farbre O, on fait en outre 

AOM=: A'OM> -et l'on appelle angle de calage l'angle 



a défini par la relation AOM = — ha. Les deux excen- 

triques et la manivelle OM du piston étant calés sur le 
même arbre, l'angle de calage a est une constante. 

Supposons maintenant que la distribution de la vapeur 
soit commandée par un seul excentrique articulé par une 
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bielle avec la tige du piston, el soit Ox la directio 
mune des tiges du piston et du tiroir. On appelle é 
lion du tiroir la quantité dont il s'écarte de sa position 




moyenne; en comptant les élongations dans le sens Ox, 
celle du piston est — R cosO, et celle du tiroir 

_rcos(a4-^ + i)=rsin(e-|-0- 

Cette dernière sera maximum quand on auraO^ a, 

^ 2 ' 

c'est-à-dire pour la position OB faisant avec O^ l'angle a 

{fig- 126). Si l'on mène par O une perpendiculaire CC 

à OB, elle fera avec Ox l'angle a, et l'angle 6 -H a pour un 

point quelconque M sera l'angle COM; il en résulte qu'en 

deux 'points M et M' symétriques par rapport à BB', 

sin{6-l-o() reprend la même valeur et l'élongation du 

tiroir est la même. 

On a 

OR = R cosROM = R ces (^0 -h a — -^ 



OH: 



:Rsin(9-hix), 
OR_Rsin(S-'-«)_ 



peut exprimer OH en fonction de l'élongation x du 
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a:zz:r sîn(Ô -Ha), 



d'où 



0H=: 



rsina 



Soient Xq et Xi les élongations des points où la lumière 
commence à être ouverte ou fermée par le tiroir ; a^o > o 

Fig. 126. 




sera le recouvrement extérieur, ^4 <;o le recouvrement 
intérieur. Si œ^ Xq il y a admission, si x est compris 
entre Xq et Xi la lumière d'admission est couverte, il y a 
détente ou compression. Enfin si x < x^ la lumière d'ad- 
mission est démasquée, elle communique avec la lumière 
d'échappement. 

Prenons sur le diamètre horizontal AA' deux points 
Ho et Hi tels que 

XqR 



OHo=-.— , 

rsina 



0H, = -^, 



r sma 



et par ces points menons deux droites parallèles faisant 



GHAP. VI. — MÉCANISMES. 253 

avec AA' un angle a, la droite DE correspond à l'élon- 
gation Xq et GF à Félongation X\. Cela posé, supposons 
que la demi-circonférence supérieure corresponde à la 
course d'aller du piston et la demi-circonférence infé- 
rieure à la course de retour, et considérons la course d'aller : 

Le bouton M allant de A en E, il y a admission ; 

» » de E en F, il y a détente ; en F Téchappe- 

ment commence ; 
» » de F en A', il y a échappement anticipé. 

Pour la course de retour : 

Le bouton M allant de A' en G, il y a échappement continu; 
» » G en D, il y a compression ; 

» » D en A, il y a admission anticipée. 

Ce diagramme donne à la fois la durée de ces diverses 
périodes et le chemin parcouru par le piston pendant 
chacune d'elles. Par exemple, l'arc EF représente le temps 
de la détente, puisque le bouton de la manivelle décrit 
la circonférence d'un mouvement uniforme. Le chemin 
parcouru par le piston sera la projection horizontale de 
l'arc décrit par le bouton M. 

198. Il est alors faîcile de voir l'influence de la coulisse 
de Stephenson sur les difi*érentes périodes d'admission, 
de détente ou d'échappement de la vapeur. 

Soient OM la manivelle motrice, BB' la coulisse circu- 
laire {fig- 127), E le coulisseau auquel est fixée la tige du 
tiroir dont le prolongement passe par l'axe O de rotation; 
posons 

OA — Ok'= r, AB = A'B' = /, 

AOMi=A'OM = --f-a, 

2 

corde BB'= 2C, BJ = c — «. 
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Nous considérerons, dans le calcul c,r et u comme des 
infiniment petits et nous traiterons r qui est le plus petit 
comme du second ordre, enfin nous négligerons les infi- 
niment petits du troisième ordre. Vu les dimensions de 
l'appareil, ces hypothèses peuvent être admises ; elles en 

Fig. 127. 




simplifient la théorie tout en conduisant à des résultats 
très approchés de la réalité. 

Appelons a, b et b' les projections des points A, B et B' 
sur l'horizontale O^, et s l'angle infiniment petit de BB' 
avec la verticale ; on a 



Jb 



Jb' 



bb' 



C — U C -^ U 2C 



d'où 



OJ = Ob-Jbz=Ob^bb' 



c — u 

2C 



z=0b-^{0b — 0b') 



c — u 

2C 



= 06 1-06' • 



2C 



2C 
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Évaluons 06 et 06', 

Ob=iOa-hab, 

Oa = rcos TT — ( ÔH h a j = r sin(Ô -f- a), 

ab = s/r' — {Bb — Aa)-, 
{Bb — Aay = Bb' — 2Aa X B b -^ KZ\ 

Bb est du premier ordre et Aa du second comme r, le 
deuxième et le troisième terme sont donc du troisième et 
du quatrième ordre et Ton peut, avec l'approximation à 
laquelle nous nous arrêtons, remplacer (Bb — Aa)^ 
par Bè^j or 

B6 = BJcos6 = (c — «) ( I — 2sin*-], 

et comme c — u est du premier ordre ainsi que e, on a 
encore, au troisième ordre près, 



B6=: c — u 



et 



ou en développant 



2 



et enfin 



21 



06 = rsin(Ô4-a)-f-/-^^^— ^, 



Ob = rsinô cosa-H r cos6 sina -4- / — ; — ; 

21 

é 

on en déduit 06' en changeant 6 et u en — ô et — u, 



Ob' =1 — rsinôcosa-H r cosOsinx + / — 




**? 






W[x 






»' ^ 

-^^:i 












A^' 



2/ 



*'. 



!^ll^" 
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Portant ces valeurs dans l'expression de OJ, on a 
ru , ^ . . . c- — M* 



0J=: — sin6cosa-H rcos6sina4- / — 



c 2/ 

Calculons JE; on a approximativement, en appelant p 
le rayon de la coulisse circulaire, 

^^ JB X JB' c« — u} 
JE = = , 

2p 2p 

et 

ru 
OB z= OJ-f- JEizi — sinÔcosa-4- rcosôsinot -4- / 

c 



c' — m' / I 



V' 



p 

u variant très peu quand la barre de relevage est fixe, la 

valeur moyenne de OE est / H ( j j . Il faut 

qu'elle soit constante et indépendante de m, parce qu'il est 
nécessaire que la position moyenne du tiroir corresponde 
au milieu de la lumière d'échappement, c'est ce qu'on 
obtient en prenant p = /; l'élongation du tiroir est alors 

xzzi — sinô cosa -h r cosÔ sina. 
c 

Nous regarderons u comme indépendant de pour une 
position donnée de la barre de relevage, et nous poserons 

— cosa r:= r'cosa', rsina = r'sina', 
c 

d'où 

ce qui nous montre que le tiroir se comportera comme 
s'il n'y avait qu'un seul excentrique ayant pour rayon r' et 
pour angle de calage a'. 



r 
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Le nouvel angle de calage o! est donné par la formule 



tanga'=: - tanga; 



u 



il varie avec w, pour 



u -=• c, 



w=:o, 



a =: a, 



j 



a 



/ 



M ;=: — c, a — TT — a. 



Voyons comment va varier le diagramme qui représente 
les diverses circonstances de la distribution quand on 

Fig. 128. 




G' I>i 



manœuvre la barre de relevage; remarquons que les 
points Ho et H| restent fixes quand o! varie, on a, en effet 
\fig. 128), 



0H< 



r' sin a' 



r siiia 



Disposons d'abord la bielle de relevage de telle sorte 

que M = c, a' a sa valeur minimum et les points E et F 

sont en Eq et Fq ; avançant la bielle de relevage, les droites 

DE, GF prennent les positions D'E', G'F'. La durée de 

ViLUÉ. — Cinématique, i^ 
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la délente étant proportionnelle à ,EF a augmenté, car 
E'F' >> Eq Fq et en même temps la course du piston pendant 
la détente augmente, car l'arc EF croît et prend une posi- 
tion moins inclinée sur AA'; on augmente aussi la durée 
de Tadmission anticipée et de la détente anticipée. 



TT 



Quand u = o, l'angle de calage a' = -, l'admission an- 



2 



licipée DA est égale à l'admission utile AE; le travail de 
la vapeur est négatif pendant l'admission anticipée et 
positif pendant l'admission utile. Au bout d'une course 
du piston le travail opéré sera nul ; on est au point mort. 
Continuant à tourner le levier de la bielle de relevage 
jusqu'à ce que u = — c, l'angle ol' devient obtus et égal 
à?: — a, l'admission anticipée D^A est plus grande que 
l'admission utile, le travail de la machine est négatif et 
Ton marche à contre vapeur. 

3. -^ Transformation du mouvement circulaire alternatif 

en rectiligne alternatif. 

199. Cette transformation de mouvement est réalisée 
d'une façon approchée par deux balanciers avec contre- 
balancier et le parallélogramme Watt, et d'une manière 
rigoureuse par l'inverseur Peaucellier. 

200. Balanciers et contre-balancier, — Ce svstème 
se compose de deux balanciers égaux OA, O'B mobiles 
le premier autour du point O, le second autour de 0' 
{fi g' Ï29) et dont les extrémités sont réunies par une 
bielle. Le point C, milieu de cette bielle, décrit une 
courbe qui diffère très peu d'une droite sur une certaine 
étendue. Pour le démontrer, nous remarquerons d'abord 
que le centre instantané de la bielle AB est au point I de 
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rencontre des normales OA et O'B aux trajectoires des 
points A et B, et par suite que CI est la normale à la 
courbe cherchée. En outre, cette courbe passe par le 
point G| milieu de 00' car, quand les balanciers OA 
et O'B deviennent parallèles, la bielle est coupée en son 

Fig. 129. 







milieu par la droite 00'; le centre instantané de rotation 
correspondant étant rejeté à l'infini dans la direction 
commune à 0A| et O'B^, la tangente au point C| est 
normale à ces droites. 

Ce point Ci est de plus un centre de symétrie de la 
courbe, car la droite 00' et sa perpendiculaire Ci y sont 
évidemment des axes de symétrie de la trajectoire du 
milieu G de AB, et comme C| est sur la courbe décrite par 
le point G, c'est un point d'inflexion de celte courbe. 

201. En pratique, on dispose les choses comme 
suit : l'extrémité A du premier balancier OA décrit Tare 
Ai A2A3 (y?^. i3o) dont la corde A1A3 est verticale: on 



^ I 



a6o 
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joint le point A< au milieu C< delà flèche horizontale A^P 
et l'on prolonge cette droite d'une longueur CiB, = A|G| ; 

Fig. i3i. 




le point Bi sera sur la verticale du point A2, milieu de 
la course du point A, en venu de l'égalité des triangles 
A|C|P, AaCiBi. Prenant sur cette même verticale une 
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longueur 

BiB, = 2A,Bi=:A,A3, 

on aura les extrémités de Tare B|B2B3 = arc A<AaAî 
décrit par le point B du deuxième balancier O'B. 

Les positions extrêmes A|B,, A3B3 de la bielle sont 
parallèles puisque BjBa est égal et parallèle à AiA^; de 
plus si B2 est le milieu de l'arc BiBs, la droite A2B2 = PQ 
comme diagonales d'un même rectangle; or PQ = AiBi, 
donc A2B2 est la position moyenne de la bielle, et dans 
cette position les deux balanciers sont horizontaux. 

De ce qui précède il résulte que la tangente au point 
d'inflexion C2, qui est en même temps centre de symétrie, 
est la verticale CiCs, et que les tangentes aux points 
extrêmes Ci et C3 de la trajectoire du point C sont peu 
éloignées de la verticale, puisque Ii et Is centres instan- 
tanés de la bielle correspondants à ces positions extrêmes,, 
sont peu éloignés, respectivement des points O et O'. 

La trajectoire de C, que l'on nomme courbe à longue 
inflexion, aura donc la forme qu'indique la yî^. i3i, elle 
présentera trois points d'inflexion et se rapprochera beau- 
coup d'une droite verticale. 

Connaissant l'angle 2 a que font entr'elles les posi- 
tions extrêmes du balancier OA, on peut calculer l'angle 
maximum p que la bielle fait avec la verticale; soient 
OA= 0'B = LetAB=: 2/, on a 

• ^ -s'^îP L(i — ces a) L . .a 

sinp== ?— y--=: — -sm»-; 

^ l 2/ / 2' 

en pratique, l'angle a ne dépasse jamais 18®, et quoique 
L soit notablement plus grand que /, l'angle ^ est très 
petit. On peut donc écrire approximativement 
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202. Proposons-nous actuellement de rechercher l'écart 
maximum du point C avec la verticale C1C2C3 ; il faut dis- 
tinguer deux sortes d'écart, l'écart linéaire e ou distance 
du point C à la verticale moyenne et l'écart angulaire 
X de C2C avec la verticale ; on a 

e = CjC X sinX < CjC x X, 
or 

G,C<CjC,, CjCj -^=: AiP z=: L sin a < L 17, 

donc 

£ <; LaX. 

Pour trouver la relation entre la valeur maximum X| de 
X et l'angle g, nous démontrerons d'abord le théorème 
suivant : 

Soit OABO' une position du système, si par le point 
O on mène OH égal et parallèle à AC ; V angle CGoH est 
droit {Jig' i32). 

Si, en effet, on mène les deux droites OB et GH qui se 
coupent en K, les deux triangles GBR, HKO sont égaux; 
le point K étant par suite le milieu des droites GH etBO, 
on a 

KG=:KG2 = KH=3 -, 

^ 2 

si donc de K comme centre avec — comme rayon, on décrit 

une demi-circonférence, elle passera par les trois points 
G, G2 et H, donc l'angle GG2H est droit. 11 en résulte que 
l'écart angulaire X est égal à l'angle de GJH avec l'hori- 
zontale; cet angle X est d'ailleurs nul aux points extrêmes 
G| et G3 et au point d'inflexion G2, donc les points corres- 
pondants H, etHa qui se confondent et le point H2 sont sur 
l'horizontale de G2. D'ailleurs le lieu des points H étant 



r 



CHAP. VI. — UEGANISM^S. '263 

une circonférence décrite de O comme centre avec la demi- 
longueur / de la bielle comme rayon, on a approximati- 
vement 






/(l — cos(3) _ l^\ 



Fig. i32. 




c'est la relation cherchée. 

On en déduil successivement 



et 



X,= 



/ L»a* 



2L i6/- 82 / 



aS 



£< 



37/ 
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On prend d'ordinaire 



_ i /_ I 

*-3' L~3' 



on trouve alors 



L 
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Avec un balancier de 2™ par exemple (c'est un grand 
balancier), l'écart linéaire maximum est inférieur à o™, 001 , 
c'est à peine le jeu de l'appareil. 

203. Parallélogramme de Watt, — Il se compose 
de deux balanciers OA, O'B réunis par la bielle ABet d'un 

Fig. i33. 




parallélogramme articulé AEDB tel que le côté AE = OA 
est le prolongement du balancier OA {fig* i33). 

Si l'on joint OD, cette droite passe constamment par le 
milieu G de AB et l'on aOD = 2 OC, donc les trajectoires 
des points G et D sont des courbes semblables et le point 
D décrit comme le point G une courbe à longue inflexion. 

En théorie ce système ne diffère en rien du premier, 
mais en pratiqu e il présente sur lui de précieux avantages 
qui le font employer pres'que exclusivement. 

i® Pour un mouvement rectiligne d'amplitude donnée, 
le balancier O'B est moitié moins long, par suite la machine 
tient moins de place. 
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2® On a deux points D et G qui décrivent sensible- 
ment des Jignes droites; alors on articule la tige du pis- 
ton en D et celle de la pompe du condenseur en G. 

204. Ini^erseur Peaucellier. — On a cru pendant Ion g- 
temps que la transformation sans guides d'un mouve- 
ment circulaire en un mouvement rectiligne simultanément 
alternatifs n'était susceptible que d'une solution appro- 
chée ; le général Peaucellier a trouvé un mécanisme très 
simple en théorie et qui conduit à une solution rigoureuse 
du problème. 

Soient ABGD {fi g* i34) un losange articulé et / la 



Fig. 134. 




longueur commune de ses côtés ; les sommets B et D sont 
reliés à un point fixe O par des tiges rigides égales, de 
longueur L. Le triangle OBD étant isocèle, les points A 
et G se trouvent sur sa hauteur et la figure reste symé- 
trique par rapport à la diagonale AG du losange. 

Du point D comme centre avec /pour rayon, décrivons 
une demi-circonférence, elle passera par les points G et 
A etTon aura 

OA X OC = CE X OF = L» — /« = const. ; 
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les deux points A et C décrivent donc deux courbes trans- 
formées l'une de l'autre par rayons vecteurs réciproques, 
de là le nom àHnverseur donné parfois à l'appareil de 
M. Peaucellier. Cela posé, la transformée d'un cercle pas- 
sant par le centre de transformation étant une droite, si 
l'on relie le point A à un point fixe I par une bielle de lon- 
gueur égale à 10, le point A décrira un cercle passant en 
O et le point G une droite CK normale à la direction 01. 
Le losange de Peaucellier fournit autant de points qu'on 
le veut, animés d'un mouvement rectiligne parallèle àCR; 
articulons en effet, en deux points symétriques D' et B' des 
brides OD et OB, deux tiges égales D'C, B'C articulées 
en C; le point C se mouvra en ligne droite, à la condition 
que . 

OD^ _ lyc 

OD ~ D<J ' 

Le parallélogramme de Watt fournissant une solution 
très suffisamment approchée pour la pratique est presque 
exclusivement employé, parce qu'il est moins encombrant 
que l'inverseur Peaucellier. 
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THEORIE 



D1Î LA 



RÉFRACTION ASTRONOMIQUE, 



LEÇONS FAITES A LA SORBONNE 

POUR LB8 CANDIDATS A LA LICENCE. 



La direction suivant laquelle la lumière qui émane 
d'une étoile arrive à l'observateur, et qui est celle de Taxe 
optique de la lunette braquée par l'observateur sur Tastre, 
diflëre de la ligne droite joignant l'œil de l'observateur à 
cet astre, c'est-à-dire de la véritable direction de l'astre. 
Cette différence tient à deux causes distinctes : d'une 
part, c'est l'atmosphère terrestre qui, infléchissant les 
rayons lumineux, nous fait voir les astres au-dessus de 
leurs positions réelles^ d'autre part, la vitesse de trans- 



4 



t^' 



lation de noire globe ayant un rapport fini avec la 
vitesse de la lumière, nous apercevons les étoiles en 
avant de leurs véritables positions dans le sens du mou- 
vement de la Terre. Les théories de la réfraction astro- 
nomique et de l'aberration ont pour objet le calcul de 
ces deux ell'ets, de telle sorte qu'on puisse corriger les 
observations, c'est-à-dire déduire les directions vraies 
des directions apparentes. 

Nous ne nous occuperons pour le moment que du 
phénomène de la réfraction, qui est le plus important. 
Dans un second travail, que nous publierons inces- 
samment, nous exposerons la théorie de l'aberration. 



§ I. — Notions préliminaires. 

La lumière se meut en ligne droite dans le vide ou 
dans un milieu homogène. Mais, si un rayon lumineux 
passe d'un milieu homogène dans un autre milieu homo- 
gène, de densité diflerente, il se réfracte, c'est-à-dire est 
dévié de sa direction primitive, conformément aux trois 
lois expérimentales dont nous rappellerons d'abord les 
énoncés : 

Première loi. — Le rayon incident AM {fig* i), /« 
rayon réfracté MB et la noimale ,NMN' à la surface 
[plane ou courbe) de séparation des deux milieux sont 
dans un même plan. 

Deuxième loi. — Pour les deux mêmes milieux, le 
rapport du sinus de V angle i d'incidence au sinus de 



(3) 

l'angle r de réfraction est constant quelle que soit la 
direction du rayon incident. 




Ce rapport -: — est appelé indice de réfraction du 

second milieu par rapport au premier. 

Si le rayon lumineux passe du vide dans un milieu 

quelconque, le rapport -: — se nomme indice absolu de 

réfraction de ce milieu. 

Troisième loi. — Soient trois milieux homogènes suc- 
cessifs {fig- a ) que nous appellerons (A), (B), (C) \ si n est 

Fig. i. 



(A) 



(B) 



(C) 



l'indice de réfraction du milieu (B) par rapport au 
milieu (A), n' V indice du milieu C par rapport au mi- 



B. 
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lieu (B), le produit nn! sera égal à l'indice de réfrac- 
tion du milieu (C) par rappoi t au milieu (A). 

De ces trois lois résultent plusieurs conséquences : 
1° (A) et (B) étant deux milieux homogènes quel- 
conques, si n est Tindice de réfraction du milieu (B) par 

rapport au milieu ( A ), Tinverse - sera Tindice de réfrac- 
tion du milieu (A) par rapport au milieu (B); il suffit, 
pour le démontrer, d'appliquer la troisième loi au cas 
où le troisième milieu (C) est identique au premier mi- 
lieu (A). 

7? n* et n" étant les indices absolus de réfraction de 
deux milieux homogènes (A') et (A'') et n Tindice de ré- 
fraction du milieu (A'') par rapport au milieu (A'), on a 



n 
n= —, 
n 



Il su65t encore d'appliquer la troisième loi en suppo- 
sant que le milieu (C) devienne le vide, puis de lenir 
compte de la propriété précédente. 

3° Soient (/^. 3) 

AiAj, A2A3, A3 A4, ..., kp-i\p, ApXp^i 

les chemins rectîlignes successivement parcourus par 

un rayon lumineux qui traverse une suite de milieux 

homogènes séparés chacun du suivant par une surface 

quelconque et ayant pour indices absolus de réfraction 

respectifs 

n-i, «2, /la, ..., /ip_i, np. 
La somme 

AiA2./ii-l- Aj A3./I2-1-. . .-i- Ap_i A;, ./ip-i-f- Ap Ap4.j./ip 



ou 



A = p 



N Aa-Aam-i.wa 



k = l 



(5) 
des produits obtenus en multipliant chaque chemin rec- 
liligne élémentaire par Tindice du milieu auquel il se 

Fig. 3. 




p*' 



rapporte sera un minimum parmi les sommes analogues 
relatives à tous les ensembles de chemins rectilignes 
élémentaires que Ton peut inscrire à la suite Tun de 
l'autre dans les milieux successifs, de manière à former 
un polygone continu allant du point A| au point A^^<. 
Remarquons d*abord que, lorsque deux points Â et B 
sont transportés en A' etB' à la suite de déplacements 
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B 



rectilignes ou curvilignes infiniment petits, on a, en 
négligeant les infiniment petits d'un ordre supérieur 
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(6) 
aux déplacements, 

A'B'— AB4-AA'cosA'AB + BB'cosB^BA =o (i). 

Ce théorème étant rappelé, considérons la propriété 
énoncée. Elle sera évidemment démontrée si nous fai- 
sons voir que, lorsque Ton déplace infiniment peu les 
points A2) A3, . . . , A^ chacun sur la surface de sépara- 
tion à laquelle il appartient, de manière à les amener 

(*) Voici une démonstration élémentaire de cette proposition bien 
connue : 

On peut se borner à considérer le cas où AA' et BB' sont recti-* 
lignes; car, lorsque A A' par exemple est curviligne, le remplacement 
de AA' par sa corde et de l'angle que nous avons appelé A'AB, et 
qui est celui de la tangente en A à AA' avec AB par l'angle de la 
corde AA' avec AB, n'introduit que des termes de second ordre que 
nous négligeons par hypothèse. 

Cela posé, projetons A'B' : i*» en A^B" sur le plan mené par AB 
parallèlement à A'B'; a* en PQ sur AB; menons d'ailleurs AT et 
B'^Q qui seront évidemment perpendiculaires à AB, nous aurons 

ÂP = AA' cosA' AB = AA' cosA''AB, 

BQ =- BB' cosB'BA=- BB"cosB''BA 

et 

A'B'= A'B"; 

mais, en prolongeant A"B'' et AB jusqu'à leur rencontre en C, les 
deux triangles A" A G, B"BC donnent successivement 

AG=A''AcosA"AC+A"CcosC, BC = B''BcosB''BG-+-B"CcosC; 

d'où, en retranchant membre à membre, 

AB = A'A cosA'AG — B'B cosB'BG + A'B" cosC, 

et comme, d'après la relation 

cir^r- AA" sinA'AG 
sinC = AA ^„^ — , 

G est infiniment petit du même ordre au moins que AA' et que BB', 
on peut écrire 

A'B' — AB H- AA" cosA" AG -h BB" cosB"BA = o, 
ou 

A'B' — AB+AA' cosA'AGh-BB' cosB'BA = o, 

en négligeant toujours les termes d'ordre supérieur au premier. 



(7) 
respectiveraeiît en Ag, A3, . . ., A' , la somme 

Al A2 . /Il -h A2 A3 . /l2 -h A3 A4 . /l3 -{- . . . 

-h Ap-i Ap . rtp—i -f- A^ Ap_|_i . rip, 
quî devient 

Al A 2 . Ail -4- A'a A3 . /i2 -h A3 A 4 . 713 4- . . . 

-+- Ap_j Ap . Ttp—\ -f- Ap Ap^_i . rip, 

conserve la même valeur aux infiniment petits près 
d'un ordre supérieur aux déplacements. 

Or désignons par A la différence entre ces deux 
sommes, c'est-à-dire l'expression 

A =(AiA; — AiA2)/ii-4-(A'2A'3 — A2A3)/i2 
-\-{A'^A\ — AsAt) 713-+-. . . 
-{-{A'p_^A'p— Ap-xAp)np-i'^{A'pAp^i — ApAp+x)np, 

Appelons i^ et /'i les angles d'incidence et de réfrac- 
tion lors du passage de la lumière du premier dans le 
second milieu, 1*2 ^^ ^2 les angles d'incidence et de réfrac- 
tion lors du passage de la lumière du second dans le 
troisième milieu, enfin ip_s et ï'p-\ les angles d'inci- 
dence et de réfraction lors du passage de la lumière 
du (y:? — lyiême niilieu dans le/;^®"®. Nous aurons d'après 
le lemme établi ci-dessus et en négligeant toujours les 
infiniment petits d^un ordre supérieur au premier, 

AiA'j — AiA2= AjAj sini'i, 

A'j A3 — A2A3=— A2A2 sinri-f-AsAj sin£2, 

A3 A4 — A3A4=— A3 A3 sinr2-f- A4A4 sini's, 
, 

Ap_i A;„ -—Ap-x Ap =— Ap_i Ap_j sin rp_2 H- ApA'p sin ip-i, 
A'p Ap-,-1 — Ap Ap+i =— Ap Ap sin rp_i . 

Ajoutons ces égalités membre à membre après avoir 
multiplié la première par /Z|, la seconde par n^^ la 
troisième par /Zg, . . . , la dernière par Up-^ nous aurons 



(8) 
d'abord, comme premier membre de! 'équation résultante, 
la différence A 5 quant au second membre, si l'on a soin, 
en l'évaluant, de grouper le terme positif du second 
membre de chaque équation partielle avec le terme né- 
gatif du second membre de l'équation partielle suivante, 
ce qui entraîne l'emploi de tous les termes, car la pre- 
mière équation n'a pas de terme négatif et la dernière 
n'a pas de terme positif, il prendra la forme 

A j A j ( /Il sin l'i — /ij sin ri ) 
H- A3 A 3 ( /ij sin 1*2 — /I3 sin rj ) 



-+- Ap_i Ap_i (rip-i sin ip-^ — Wp_i sin r^-j) 
-h ApA.'p{np-i sïnip-i— rip sin rp-^); 

• • 

mais -; — - est, quel que soit k. l'indice de réfraction 
sinr^- ^ * 

du (Ah- 1)'*"® milieu par rapport au (ky^^^y c'est-à-dire 



nk+i 



; donc 



rifc sin ik — iik+\ sin r)t = o ; 

de là résulte que le second membre de l'équation résul- 
tante est nul, et par suite qu'il en est de même de A. 
Nous ne nous sommes occupés jusqu'ici que de la 
marche de la lumière à travers une suite de milieux 
homogènes successifs ayant chacun des dimensions finies 
et une densilé particulière n'obéissant d'ailleurs à aucune 
loi. Le problème ainsi posé ne convient pas aux cas de 
la nature j en réalité, on n'a à considérer qu'un seul 
milieu, non homogène et dont la densité, bien déter- 
minée en chaque point, varie d'un point à l'autre et est 
une fonction en général continue des trois coordonnées 
a:, y, z qui fixent la position du point du milieu auquel 
elle se rapporte. Les points pour lesquels la densité est 
la même appartiennent à une surface et ne constituent 
pas un volume ou un milieu. 
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L'indice absolu de réfraclion est également bien dé- 
fini pour chaque point M de l'espace, mais varie d'une 
manière continue avec la position de ce [>oint. Il n'est 
autre que celui qui se rapporte au passage de la lumière 
du vide dans un milieude dimensions finies, ayant partout 
la même densité que le milieu considéré au point M. 
Enfin il existe des surfaces d'égal indice absolu de ré- 
fraction, lesquelles coïncident avec celles d'égale densité 
et jouent le même rôle que les surfaces de séparation de 
deux milieux consécutifs. 

Quant à la marche de la lumière, il est évident qu'elle 
s'effectue non plus sur un polygone, mais sur une 
courbe, et que celle-ci, d'après le théorème que nous 
avons démontré en dernier lieu, jouit de la propriété 
d'être, parmi toutes les courbes qui joignant le point de 
départ A de la lumière au point d'arrivée B, celle qui 
rend minimum l'intégrale fnds^ où s est l'àrc de la 
courbe compté à partir de A, n l'indice absolu de réfrac- 
tion du milieu pour l'extrémité de s et qui s'étend depuis 
A jusqu'à h. C'est cette propiiété que nous prendrons 
comme détinition de la trajectoiro lumineuse, et l'on va 
voir qu'elle conduit aisément aux équations diflëren- 
tielles de cette courbe. 



§ II. — Équations différentielles 

DE LA TRAJECTOIRE LUMINEUSE. 

Soient AMB la trajectoire lumineuse allant de A en B 
et AM'B une courbe quelconque infiniment voisine ayant 
les mêmes extrémités. Considérons les valeurs de l'inté- 
grale fnds définie précédemment : i° pour AMB, 
2° pour AIVrB, et appelons fnds et fn'ds* ces valeurs. 

D'après la définition même, f nds étant plus petit que 



( «o) 
toutes lès valeurs de f n!dsf^ la diiFéreiice 

fn'ds' — fnds 

devra être nulle eu négligeant les infini ment petits du 
deuxième ordre. Evaluons donc cette différence. 

Il s'afi'it, .cpniuie on voit, delà différence de deux 
sommes^ or le moyen le plus simple, en pareil cas, con- 
siste à faire correspondre à chaque élément de la pre- 
mière somme un élément convenablement choisi de la 
seconde, à prendre la différence des éléments corres- 
pondants et à faire la somme des résultats obtenus. As- 




socions à l'élément de la première somme qui se rap- 
porte à un point quelconque M de AB {fig* 5) l'élément 
delà seconde somme qui se rapporte au point M' de AM'B 
pour lequel l'indice absolu de réfraction est le même 
qu'en M \ nous aurons alors, pour la différence cherchée, 

f n{ds' — ds) 

ou, à un infiniment petit près du second ordre, 

/ Al 8 dsj 

en représentant par la caractéristique S les différentielles 
totales relatives à des variations qui laissent n constant 



( " ) 

et qui, par suite, correspondent à des déplacements effec- 
tués d'une manière quelconque sur une surface d'égal 
indice absolu de réfraction. La condition qui définit la 
trajectoire lumineuse est donc 

(i) fnBds = o. 

Mais X, j", z étant les coordonnées rectangulaires 
d'un point du milieu et la caractéristique d représen- 
tant toujours les différentielles relatives à un déplace- 
ment effectué sur la courbe AMB, on a 

ds^ == dx^ -+- dy^ h- dz^, 



d'où 



^ds = -j-^dx-h -^^dy -\ — j-hdz\ 
as as as 



Téquation (i) prend donc la forme 

que Ton peut, en intervertissant Tordre des différentîa- 
tions correspondant à tZ et à 8 dans chaque terme. 



écrire ainsi 



/dx r dy r dz 

n-j- d^x -\- f ^-4- dhy -f- / n-^d^z = o. 

Intégrons par parties ; le premier terme donne 

I n -7- dùx = [n —r bx) — / bx d.n -r-9 
J ds \ ds Jq J ds 

In -j-^x\ étant la différence des valeurs de /i -^ 8a:, 

pour les limites des intégrales, c'est-à-dire pour les 
extrémités de la trajectoire lumineuse-, maison a 8.r= o 
h ces deux extrémités, puisque, lorsqu'on passe de AMB 
à AM'B, les extrémités sont conservées; donc 

/n —j- d^x = — / Bx d.n -rr-' 
ds J ds 



( •^) 

On verrait de même que 



donc régalité (a bis) devient 

(3) jilxd.n-^ -t-Sjrf.n -^ -irizd.n ~\ =o. 

Les différentielles totales Sx, 8/, 5 s ne sont pas entière- 
ment indépendantes, mais elles ne sont liées que par une 
seule relation, celle qui exprime que ces diffërentiellcs 
laissent n constant et qui est 

dn ^ dn ^ an ^ 

âx oy "^ oz 

en tirant de cette relation la valeur de Sz en fonction de 
^et de 8j^ et la portant dans Téquation (3), on obtienl 

dn \ / dn 

j dx ôx j dz\ ^ I j dy ày , dz 

d,n -J T — d.n -j- | h- ôy I d.n -^ f- d.n -7- 

ds on ds I '^ \ ds dn ds 

âz / \ dz 

OÙ dès lors Zx et 8jk sont tout à fait quelconques en 
grandeur et en signe; on voit par là que Ton doit avoir, 
en tous les points de la courbe, 

dn dn 

/ / X J ^'^ dx J dz J dy dy . dz 

(4) d.n -J T— ûf./i -7- = o, d.n -Y —- d.n -^ —o\ 

ds dn ds ds dn ds 

dz dz 

car, s*il en était autrement, on pourrait disposer de Sx et 
de hj de façon que les éléments de l'inlégrale fussent 
tous de même signe, et l'intégrale ne serait pas nulle. 
Les conditions (4), que l'on écrit ordinairement sous 
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la forme d'une suite de rapports égaux, 

, dx j dy ^ dz 

a.n—rj- a,n —=- d»n -rr 

. - , . . as ds ds 

(4 bis) — = — = — j , 

on on on 

dx dy dz 

sont les équations différentielles de la trajectoire lumi- 
neuse. Ces équations ne peuvent être intégrées que dans 
des cas très particuliers; mais elles fournissent plusieurs 
résultats utiles que nous allons faire connaître. 



§ III. — Propriétés générales des trajectoires 

LUMINEUSES. 

Ajoutons terme à termeles rapports (4 his, § II), après 
avoir effectué les différentiations indiquées et avoir multi- 
plié les deux termes du premier rapport par -t-> les deux 

termes du second rapport par-^> les deux termes du 

dz . . 
troisième rapport par -j- ; il viendra, pour la valeur com- 
mune des trois rapports, 

, Vfdx\^ /dy\^ /^^\n (dx .dx dy .dy dz , c?^\ 

L\<a?5/ \ds I \ds I \ \ds ds ds ds ds ds) 

dn dx dn dy dn dz 
dx ds dy ds dz ds 

OU simplement ds^ à cause des relations 



(dx\* 
\ds) 


<ty- 


fdzy 


= 1, 


dx ^ dx 
ds ^ ds 


dy ^dy 
ds ^ ds 


dz , 
ds 


dz 
ds'""' 


dn dx 
dx ds 


dn dy 
dy ds 


dn dz 
dz ds ~ 


dn 
ds 
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Cela posé, on aura les trois équations 



(»ë) 



dn 

ds ~~ dx' 

(i) / "^ y" Ts) ^dn 

ds " ày 

ds àz 



dn 



dont Tetnploi simultané offre de grands avantages, mais 
qu'il ne faudrait cependant pas regarder comme distinc- 
tes, car, en réalité, elles se réduisent à deux. 

Si Ton effectue enfin les dilFérentiations indiquées 
dans les équations (5), on trouve les relations suivantes 

, dx 
dndx '^Ts dn 



ds ds ' ds dx ' 

■ d^ 

( I bis) ( dn dy ds __ dn 

ds ds ds ~" dy 

- dz 
dn dz ds dn 

i ds ds ds "" dz 

qui se résument en une propriété géométrique élégante, 
donnant sur-le-champ tout ce que Ton connaît de gé- 
néral sur les trajectoires lumineuses. 

On sait que "T"' -7^» 77" sont les cosinus des angles que 

la tangente positive à la courbe AMB fait avec les axes des 
coordonnées et qu'en appelant p le rayon de courbure, 

, dx , dy , dz 

d-T d -y- d^- 

cLs as as ^ i . -, 1 

p —z- > p , ? p —7— sont les cosinus des angles que 

la normale principale prolongée de la courbe vers le 
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centre de courbure fait avec les mêmes axes; donc les 

dn dx dn dy dn dz ^ 

premiers termes j- -7-' -7- -7-' -j- ir des premiers 
^ ds ds ds ds ds ds '■ 

membres des trois équations (5 bis) sont les projections 

Fig. 6. 




respectives sur Taxe des x^ sur Taxe des y et sur Taxe 

des z, d'une droite MT égale à -j- et dirigée suivant la 

tangente positive à la trajectoire lumineuse, et les se- 

. dx 



conds termes n 



ds 



ds 



, dz 
ds 



y n —-j — y n —j— des premiers mem- 



ds ds ' " ds 

bres des mêmes équations sont les projections respec- 
tives sur Taxe des x, sur Taxe des j- et sur Taxe des z^ 



n 



d'une droite MC égale à - et dirigée suivant la normale 

P 

allant de la courbe au centre de courbure ; d'ailleurs les 

y y dn an dn ^x , » / » • \ 

seconds membres ;r-' t-' ^^^ équations (i bis) sont 

les projections respectives sur Taxe des x, sur Taxe 
des y et sur Taxe des z d'une droite MN égale à 



i/(ë)'-(iy-(ï)'= 



et ayant pour cosinus directeurs 



an 
dx 



dn 

dy 



dn 

d^ 
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c*est-à-direqui est dirigée suivant la normale à la sur- 
face d'égal indice absolu de réfraction^ =:const. Cela 
étant, on conclut du théorème fondamentaToes projec- 
tions que la droite MN est la résultante géométrique 
des deux droites MT et iNIG, et par conséquent que le 
point M de la trajectoire lumineuse et les trois points T, 
N et C précédemment déûnis sont les sommets d'un pa- 
rallélogramme qui, à cause de laperpendicularitéde MC 
et de MT, est ici un rectangle. Ce théorème de Géomé- 
trie équivaut aux trois équations (5 bis); il montre im- 
médiatement que le plan d'incidence TMN coïncide 
avec le plan osculateur TMC de la trajectoire lumineuse 
et que l'angle d'incidence TMN = i a pour tangente 
TN _ MG _ _n_ 
TM ~ TM "" dn' 

Ce dernier résultat 



n 



P ds 

nous sera plus tard d'une grande utilité; on en déduit 

d'abord 

ds . dn 

— = tangi — 

p ^ n 

et, en intégrant depuis l'origine A jusqu'à l'extrémité B 
de la trajectoire lumineuse, 

Or deux cas sont à distinguer : la trajectoire peut 
être plane ou gauche. 

Dans le premier cas, l'intégrale / — est évidemment 

l'angle que forment les tangentes à la courbe lumineuse 
en ses extrémités A et B, et par suite ce qu'on appelle la 



/ 
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réfraction totale qu'éprouve la lumière pendant tout 
son trajet. Ainsi l'évaluation de cette réfraction, qui est, 
en définitive, l'objet véritable du problème à résoudre, 

se ramène à celle de l'intégrale / tangi 

Si la trajectoire lumineuse n'est pas plane, l'intégrale 

tangi — > quoique moins utile, a encore une significa- 

tion remarquable. 

Supposons que les rayons lumineux considérés soient 
ceux qui émanent d'une étoile et que le milieu traversé 
par ces rayons soit l'atmosphère; menons par l'œil de 
l'observateur des rayons de la sphère céleste respective- 
ment parallèles aux différentes tangentes à la courbe lu- 
mineuse, depuis celle qui répond au point A jusqu'à 
celle qui correspond au point B5 les extrémités de ces 
rayons seront les positions apparentes de l'étoile pendant 
le temps que la lumière émanée de l'étoile met à tra- 
verser l'atmosphère; donc le lieu de ces extrémités sera 

l'arc de courbe que paraîtra décrire l'étoile dans le même 

/ds 
— sera ce que nous avons appelé 

la distance angulaire correspondant à cet arc de 
courbe. 

§ IV. — Mouvement de la lumière émanée d'une 

ÉTOILE, A TRAVERS l'aTMOSPHÈRE, DANS LE CAS OU 
LA DENSITÉ DE CELLE-CI NE DÉPEND QUE DE LA DIS- 
TANCE AU CENTRE DE LA TeRRE. 

Nous allons appliquer les résultats généraux qui 
précèdent à un cas particulièrement utile en Astrono- 
mie, celui où il s'agit d'un rayon lumineux qui, émanant 
d'une étoile, c'est-à-dire partant du vide, arrive en un 
point de la surface de la Terre, après avoir traversé la 
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masse gazeuse appelée atmosphère. Nous supposerons, 
comme on le fait communément, que la Terre est sphé- 
rique et que les surfaces d'égale densité ou d'égal in- 
dice absolu de réfraction de T atmosphère sont des 
sphères concentriques à la Terre*, nous conserverons 
d'ailleurs les mêmes notations que dans ce qui précède. 
Cela posé, si nous prenons le centre de la Terre pour 
origine des coordonnées, n sera une fonction de 

les dérivées partielles t-» t-» ^—seront donc respectî- 

* ox oy az *■ 

vemcnt proportionnelles à x^y^ z et les deux équa- 
tions (4 his^ de la trajectoire lumineuse deviendront 

■'(-g) "(40 "(-l) 

X y z 

que nous remplacerons par les trois suivantes : 

ds -^ ds 

dz - dx 

(i) < xd.n — = zd,n — r- = o, 

^ \ ds ds 

, dx , dy 

yd.n -z xd,n -j- = o. 

^ ds ds 

Les premiers membres sont ici des différentielles 
exactes. En effet, 

j dy j dz 

zd.n -f yd.n -=- 

ds -^ ds 

j dy dy dz ^ dz dz dy 

= d.nz -y- — n -^ d,ny -— -h n — r^ 

ds ds "^ ds ds 



-K'I-S)] 
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yd.n 



" ds 



ds ' 



Wi- 



-m- 
-m 



on peut donc faire immédiatement une première in 
gratîon pour chaque équation et, en appelante, C, 
des constantes arbitraires, on trouve les trois équatio 
dilTérenli elles du premier ordre 



ds ' 



(>) 






i distinctes et 



lesquelles, bien entendu, ne 
réduisent à deux. 

Ces dernières équations conduisent encore à une au 
qui est en termes finis; on n'a qu'à multiplier la pi 
mière par x, la deuxième parj)', la troisième par r e 
ajouter membre à membre, ce qui donne 

0=C3f+G'/-HG'3. 

On voit alors que l'on peut, en définitive, prend 
pour les deux équations qui définissent complèteme 
la trajectoire lumineuse l'équation en termes finis 

{a) Cx + C'y-^Cs^o, 

et l'une des équations difTérenti elles du premier ordre (■ 
l'équation 






par exemple. 

L'équation (a) montre que 
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meut dans un plan passant par l'origine^ ce plan n est 
autre que le plan appelé vertical qui contient le rayon 
lumineux à un moment donné, au moment où il pénètre 
dans Tatmosplière ou lorsqu'il parvient à l'œil de Tob- 
servateur. 

L'équation ( i) est également susceptible d'une inter- 
prétation géométrique : en effet, diaprés une formule 
connue, y dx — x rfj^est la projection sur le plan des jc^ 
du double de l'aire infiniment petite dv décrite par le 
rayon vecteur r de la trajectoire et par conséquent est 
égal au produit de a éf o- par le cosinus de l'angle a> du 
plan de la trajectoire avec le plan des xy] mais d(T est 
la surface d'un triangle ayant ds pour base et pour hau- 
teur la perpendiculaire abaissée du centre de la Terre 
sur la tangente à la trajectoire, c'est-à-dire rsini ; donc 

n{y dx — X dy)^= nr smi cos (d, 
donc l'équation (6) peut s'écrire 

nr sin i cosco =i: C, 

ou simplement 

nr sin i =■ K, 

K étant une nouvelle constante. 

La constante K est facile à déterminer : si nous appe- 
lons a le rayon de la Terre, fiq l'indice absolu de ré- 
fraction pour la couche d'air qui est en contact avec la 

surface de la Terre et Za l'angle aigu sous lequel le 

rayon lumineux vient frapper la Terre, dé façon que z^ 
soit la distance zénithale apparente de l'astre après que 
la lumière émanée de l'astre a traversé toute l'atmo- 
sphère, il est évident que noasinza est la valeur parti- 
culière de nrsini qui correspond à l'extrémité de la 
trajectoire^ cette expression est donc égale à la con- 



-■•i 

:■% 

H* 
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stante K et nous pouvons écrire | 

(c) nrsint = /loasin^a» 

Nous terminerons là ce qui se rapporte à la recherche 
de la trajectoire lumineuse. La détermination complète 
de cette trajectoire n'est pas, en effet, indispensable pour 
le but que nous voulons atteindre ; ce qu'il importe de 
connaître, c'est le changement de direction subi par le 
rayon lumineux depuis le moment où il pénètre dans 
l'atmosphère, jusqu'à celui où il parvient à la surface 
de la Terre, c'est-à-dire ce que nous appellerons la ré- 
fraction totale R. Or, la trajectoire lumineuse étant 
plane, comme on l'a vu plus haut, la réfraction to- 
tale R est l'angle que forment les tangentes aux extré- 
mités de cette courbe et par conséquent a pour valeur, 
d'après un résultat obtenu à la (in du paragraphe III, 

l'intégrale définie / tangi — > étendue de l'origine à l'ex- 
trémité de la courbe lumineuse. C'est de l'évaluation de 
cette intégrale que nous allons exclusivement nous oc- 
cuper dans ce qui va suivre. 

§ V. — Relations entre les divers éléments 

DE l'atmosphère. — TRANSFORMATIONS DE l'iN- 
TÉGRALE DÉFINIE / tangT . 

L'évaluation exacte de l'intégrale définie / tangi — 
ne peut être entreprise qu'après avoir mis celle-ci sous 

la forme / ^(x)dx^ où x désigne la variable que l'on 

choisit pour fixer les différents points de la trajectoire 
lumineuse, cp(x) une fonction bien déterminée de x^ 
et Xo et X les valeurs particulières de x qui se rappor- 
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tent aux extrémités de la courbe. Or, dans l'état actuel 
de nos connaissances sur la constitution de Tatmo- 
sphère, ce premier pas est absolument impossible à fran- 
chir, quelle que soit d'ailleurs la transformation que Ton 
fasse subir à l'intégrale. En effet, les différentes quan- 
tités qui se rapportent à un point M de l'atmosphère 
sont, indépendamment du rayon vecteur r et de 
l'indice absolu de réfraction n déjà considérés, la den- 
sité p, la pression p rapportée à l'unité de surface, la 
gravité g^ c'est-à-dire l'attraction terrestre rapportée à 
l'unité de masse, ou bien encore, d'après ce que l'on 
démontre cnMécanîque, l'accélération du mouvement des 
corps pesants dans le vide, la température T indiquée 
par le thermomètre centigrade et la hauteur baromé- 
trique H; elles ne sont pas reliées entre elles par un 
nombre de relations suffisant pour permettre d'exprimer 
les quantités dont on a besoin en fonction de celle 
d'entre elles qui est prise comme variable indépendante 
et qui fixe la position des différents points de la trajec- 
toire lumineuse. La seule chose que Ton puisse faire, 
c'est de se servir des relations connues pour mettre 

tangi — sous diifé rentes formes et de voir si, parmi ces 

formes diverses, il n'en est pas une qui, au moyen 
d'hypothèses permises et de restrictions convenables , 

tangi — j sinon exac- 
tement, du moins avec une approximation suffisante 
pour les applications. 

Avant de rappeler les lois auxquelles sont soumises 
les quantités r, tz, p, p, g^ T, H définies précédemment 
et auxquelles on donne le nom à^ éléments de V atmo- 
sphère, il ne sera pas inutile de bien préciser le sens que 
nous donnerons à ces éléments. Deux d'entre eux, n et T, 
sont des nombres abstraits d'après les définitions mêmes ; 
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ils ne donnent donc lieu à aucune difficulté-, les cinq 
autres seront aussi regardés comme des nombres abs- 
traits, mais ces nombres n'auront rien d'absolu, ils ré- 
sulteront de certaines conventions et de certaines pro- 
priétés géométriques ou mécaniques. On sait qu'en 
Mathématiques il existe trois entités essentielles et irré- 
ductibles : la longueur ou portion de droite, Tintervalle 
de temps, la masse d'un corps. On convient de remplacer 
une longueur, un intervalle de temps, une masse, pris 
chacun dans des circonstances bien déterminées et con- 
nues, par des nombres arbitrairement choisis, de manière 
à fixer ce qu'on appelle les unités de longueur, de 
temps et de masse; toutes les longueurs, tous les in- 
tervalles de temps, toutes les masses, sont alors rempla- 
cés par des nombres déterminés, car les rapports de 
deux longueurs, de deux intervalles de temps, de deux 
masses sont des nombres abstraits bien définis. Quant 
aux nombres représentant les autres éléments, nous les 
fixerons au moyen des égalités suivantes, que Ton em- 
prunte à la Géométrie et à la Mécanique et qu'on dé- 
montre être vraies pour tous les cas, dès qu'elles ont 
lieu dans un cas particulier. Le nombre qui représente 
une surface de forme rectangulaire est égal au produit, 
des nombres qui représentent la base et la hauteur et le 
nombre qui représente un volume de forme prismatique 
est égal au produit du nombre qui représente la surface 
de la base par le nombre qui représente la hauteur. Si 
Ton fait osciller un pendule simple dans le vide, le 
nombre t qui représente la durée d'une oscillation, le 
nombre / qui représente la longueur du fil de suspen- 
sion et le nombre g qui représente la gravité sont liés 
par la relation 



-'^i 
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Le nombre qui représente la masse d'un corps est égal 
au nombre qui représente le volume multiplié par le 
nombre qui représente la densité ; enfin le nombre qui 
représente le poids d'un corps est égal au produit du 
nombre qui représente la masse par le nombre qui re- 
présente la gravité. 

Revenons maintenant aux lois qui régissent les élé- 
ments de l'atmosphère, en supposant d'ailleurs ceux-ci 
préalablement évalués en nombre : ces lois sont au 
nombre de quatre et consistent en des relations entre les 
valeurs générales de r, /z, p, /;, ^, H des éléments de 
l'atmosphère et les valeurs particulières /'', n!^ p\ p\ 
^^ H' qui se rapportent à un point déterminé IV^. 

1° Loi des puissances réfractives. — La fonction 
vr — I de l'indice absolu de réfraction n^ appelée puis- 
sance réfraciive, est proportionnelle à la densité p ; par 
conséquent on a 

/i« — I p 

2** Loi de Mariotte. — Si en un point quelcon- 
que M de l'atmosphère on considère un volume 
d'air V répondant à une masse déterminée, ce volume, 
préalablement ramené à la température de o°. c'est- 
à-dire remplacé par ce qu'il devient lorsque la 
température passe de sa véritable valeur T à la va- 
leur o, est en raison inverse de la pression p. Or au 
volume V à la température T correspond le volume 

=î à la température de o**, m étant le coefficient 

o, 008671 de dilatation de l'air; donc le produit ^-= 

est constant. Mais, V répondant à une masse constante, 

Vp est aussi constant: donc —, — — — t^ est constant, et 

^ ' p(i-f-/nT) ' 
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l'on a 
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P _ 

P'~ 


P i-h /nT 
p' i-hmT' 



3** Loi de la gravitation. — On sait qu'en appe- 
lant <p l'attraction exercée par une masse égale à i sur 
une autre masse égale à i placée à une distance égale 
à I de la première, l'attraction exercée par la Terre, 
dont nous désignerons la masse par [Ji, sur une masse 
égale à m placée en un point quelconque M de l'atmo- 
sphère, est \ 'y donc la gravité en M est ^ ; par suite, 
gr^ est constant et l'on a 

(c) ^r« = ^'r'î ou J- = (^y. 

4** Loi des hauteurs barométriques. — ■ Pour un 
corps incompressible, le poids est proportionnel au pro- 
duit de la gravité g par le volume préalablement ramené 
à la température de o**. Or la pression p est le poids 
d'un volume de mercure égal à H à la température T et 

par conséquent égal à jrpp à la température o*^, en 

appelant M le coefficient o , ooo 1 79 de dilatation du mer- 

cure^ donc p est proportionnel à j^^ ; donc on a 

^ ' y ~ H' ^ i-f-MT' 

Les relations (a), (i), (c), (d) ont été établies en 
regardant les points M et M' comme tout a fait quelcon- 
ques et sans fixer les unités de longueur, de temps et 
de masse. Or supposons d'abord que le point M' appar- 
tienne à la couche de l'atmosphère qui est en contact 
avec la Terre et soit dans ce qu'on appelle les conditions 
atmosphériques normales^ c'est-à-dire celles pour les- 
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quelles le llicrmomètre et le baromètre marquent 
simultanément zéro et o^^y6^ nous aurons d'abord 
T'=: o, et, d'après les expériences de Biot, 

/i'* — I = 0,000588768. 

Prenons ensuite la longueur du mètre pour unité de 
longueur, la masse du mètre cube d'air pris dans les 
conditions atmosphériques normales pour unité de 
masse; et choisissons enfin l'unité de temps de façon 
que la durée de l'oscillation du pendule simple dont le 
fil de suspension a i"^ de longueur soit représentée par 
le nombre w ; nous aurons sur-le-champ, en nous rap- 
pelant ce qui a été dit plus haut pour la détermination 
des nombres qui expriment les ditFérents éléments : 
H' =0,76; /•' qui est le nombre de mètres contenus 
dans le rayon a de la Terre =636()738, g'=i^ 
p' = I ; quant au nombre p^j nous le trouverons eu ob- 
servant qu'il est égal à celui qui représente le poids 
d'un volume de mercure exprimé par 0,76 à o^y ou, 
d'après les expériences de Regnault, à celui qui repré- 
sente le poids d'un volume d'air 10017,3 fois plus grand 
et pris cUns les ûpn^itipM atmosphériques normales, 
lequel poiafiJ?st représente par i ; clone 

/>' = o,76 X io5i7,3 = 7993, i4g. 

Cela posé, les relations (a), (è), (c), (d) devien- 
dront 



(I) 



/i* — I = 0,000588768. p, 

«) '' = ™'.'<S^(?)'tTTît' 

qui permettront d'exprimer quatre des sept éléments de 
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l'atmosphère en fonction des trois autres et d'eflectuer, 
en supposant que le point M soit un point de la trajec- 
toire lumineuse, toutes les transformations que Ton peut 

tangi — • Ajoutons, toutefois, 

que ces transformations nécessiteront encore la connais- 
sance des valeurs des éléments pour l'extrémité B de la 
trajectoire lumineuse. Or, en supposant que le point M 
soit un point Mq d'abord quelconque de la couche qui 
est en contact avec la surface de la Terre, ce que nous 
exprimerons en mettant l'indice zéro aux lettres qui 
expriment numériquement les différents éléments, les 
équations (i), (a), (3), (4) deviendront 

/l} — I = 0,000588768 pO) 

/»o== 7993, i#ft(i -+- niTo), 



Po^799h^^-~^ 







qui déterminent quatre des six nombres /io> ^9^ Po^ goj 
Tq, Ho en fonction des deux autres ; si donc on prend 
pour Mq l'extrémité B de la trajectoire lumineuse, on 
voit que ni — i, po^Po pourront être considérés comme 
connus, car, B étant alors le lieu de Tobservation, Tq 
et Ho seront donnés à l'aide du thermomètre et du ba- 
romètre, au moment de chaque observation. 
Nous poserons, pour abréger, 

H I 

0,000688786 ~ , -.^ . . 7v-^ = aa, 

' ^ 76 (i-f-MTo)(i-hmTo) 

7993, 145(1-+- '^To)=p, 

a et ^ étant des constantes connues, ce qui nous don- 
nera 

«0= /i-+-aa, ^ — ?'> 

Po 



l 
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puis^ nous bornant aux relations qui nous seront utiles, 
nous écrirons 



«=v/ 



p p p i-h mT 



po /?o Po i-f-mT 

ou, plus simplement y 
en posant 

Po />0 



i-f-mT 
i-f- /nTo 



P Z' 



Ces dernières relations nous permettent de donner 

///fi 
tangi — la forme qui doit en rendre 

l'évaluation approchée la plus simple possible. Choi- 
sissons celle que Ton obtient en exprimant i et n en 
fonction de u et 5, ce qui rendra d'abord nécessaire la con- 
naissance, pour ces deux variables, de leurs valeurs li- 
mites, c'est-à-dire des valeurs qui correspondent à la 
limite inférieure et à la limite supérieure de l'intégrale 
ou encore à la couche supérieure de l'atmosphère et à 
la couche qui est en contact avec la Terre. Or, s'il s'agit 

de u =: -^, on trouve immédiatement o pour la limite în- 

Po 

férieure et i pour la limite supérieure \ s'il s'agit de ^, 
la relation — = i — s montre que la limite supérieure 
esto et que la limite inférieure, que nous appellerons S, 
a pour valeur i =: = ^^ en appelant D la hau- 
teur de l'atmosphère, laquelle hauteur ne dépasse pas 
75^", en sorte que 

75000 _ I 00000 

6366738 h- 75000 "" 8588984 

est une limite supérieure de S. 

Observons maintenant que la valeur de n est fournie 



r 
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par l'équation 

qui, difTérentiée logarithmiquement, donne 

dn % du 

n ~ 1 -h '2 a a ' 

quant à la valeur de tang t, on la déduit de l'équation 

nrsini = rioa sin^^, 

que nous avons obtenue dans le paragraphe précédent, 
après une première intégration des équations diffé- 
rentielles de la trajectoire lumineuse. Si Ton y intro- 
duit les variables u et 5, elle devient 

yi -Haaw 
d'où Ton tire 

yi-4-2a(i — f)sin.3a 
tangi= TV'» 



et, en divisant haut et bas par cosza, dans le second 
membre, 

v/i H- aa(i — 5) langea 



tangi = 



Cela étant, on a, pour la réfraction cherchée, 

R= / tangï' — =av/i-f- 2 a tangua / 

Jù (i-+-2aM 



1 



X { n- 



[-'^^T^ë^h'^'A''^- 



Cette valeur de R est exprimée en unités trîgonomé- 



(3o) 

triques ; si on veut Tavoir exprimée en seconde^jvilfoudra 
encore l a divioop pgp e îa i^^ ou ]fl. multiplier par !m6265 
et Ton aura finalement 

R = a/n-aa.2o626^nLkng^a j j 



X 



L i-f-aaw J ^ 



§ VI. — Démonstration de quelques propriétés 
QUI facilitent la détermination de la réfrac- 
tion R. 

L'intégrale définie à laquelle nous sommes conduits, 
et où 5 est une fonction inconnue de u, parait pré- 
senter encore de grandes difficultés; on peut cepen- 
dant en avoir une valeur aussi approchée que Ton veut 
pourvu que tangua soit suffisamment petit. Pour le 
montrer nous établirons d'abord quelques propriétés 
préliminaires : 

Premier lemme. — On a 

u ds = — - dvy 
a 

aet ^ ayant la même signification que plus haut. 

En effet, on sait, ou plutôt on suppose, que l'atmo- 
sphère est en repos relatif par rapport à la terre sous 
l'influence de Pattractioi^ de celle-ci, ce qui revient à 
dire qu'elle est en repos absolu sous l'influence de son 
poids. Or la condition d'équilibre d'une masse gazeuse, 
pour laquelle en chaque point M l'unité de surface sup- 
porte la pression p et l'unité de volume est soumise à 
l'influence d'une force extérieure F, s'exprime par la 



/ 



(3.) 
condition 

f 

eu représentant par la caractéristique S les diirérenti elles 
totales relatives à un déplacement infiniment petit quel- 
conque du point M et par la caractéristique ^e les tra- 
vaux élémentaires pour le même déplacement ^ mais, dans 
le cas particulier de l'atmosphère, F a pour grandeur 
le poids de l'unité du volume, c'est-à-dire le produit gp 
de la gravité par la densité et pour direction celle du 
rayon vecteur r prise en sens contraire, de sorte que 
EffF = — gpdr: donc la condition d'équilibre devient 

laquelle entraîne comme cas particulier 

dp='-gpdr, 

en désignant toujours par la caractéristique d les ditFé- 
rentielles relatives à un déplacement infiniment petit 
effectué sur la trajectoire lumineuse. 

Introduisant dans cette dernière équation z/, v^ s à la 
place de p, p^ r, il vient 

Podv — — as, 

a 

et, à cause de gr- = a^, 

uds = dv 

poa 

OU, d'après ladéfinition de p, 



Uds=: — ^ dç, C.Q.F.D. 



a 



Remarque. — La propriété précédente conduit immé- 
diatement à la valeur exacte de l'intégrale définie / s du 



(3a) 
et à une limite supérieure de l'int^rale définie 

J[ s^duj qui nous sel^ont utiles. 


En effet, en intégrant par parties, on trouve 

Jf sdu=( usY — / uds= I ^ dv = - 
Jr Ja "^ « 





et 



Jf s^du = (us^)\ — a / suds = %- \ sdv 

= 2- (t'^)! — I çds\= — a" I vdsi 

mais la relation vf=^u =- montre que if est tou- 

jours plus petit que u, car, la température T s'abaissant 
à mesure qu'on s'élève dans l'atmosphère, on a 

i-f-mT < i-4-mTo, 
donc 



/v ds<i I uds = — ^ I dç = -y 



donc 



f s^du<7.(^y ou r s^du^z^^fiy, 

étant un nombre compris entre o et i . 

Deuxième lemme. — L'expression 

i-4-aa 

OU la suivante 

H-aaw— (i-f-2a)(i — 5)* 

est toujours positii^e pour toutes valeurs de s^ de o à S, 
et pour les valeurs correspondantes de m. 



^ 
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Puisque v est toujours plus petit que Uy il sera établi 
que 

est positif, si nous démontrons qu'il en est ainsi de 

Or cette fonction est nulle pour 5 = 0, car alors ^ = i : 
il suffit donc de faire voir qu'elle est croissante avec 5, 
ou que sa dérivée par rapport à s 

aa -T- H-2(n-2a)(i — s) ou 2(n-îia)(i — s)—ii-^au 
est positive; par conséquent, que l'on a 

a 

OU, en remplaçant a et ^ par leur valeur, 

Ho ^^^•7W3/4<P 
wr.294384 — \ <i »7i y9 y3i éKi-H/nTo)«(i-f-MTo). 

Mais, dans les applications à l'Astronomie, on sup- 
pose toujours 

o,63< Ho < 0,789 et --3o<To<5o, 

ce qui donne 

0,82894 < -î^r <I,0382, 
0,7b 

0,88987 <(!-+- /nToX I ,i836, 

o, 99463 <(!-+- MToX i ,00896, 

et 

l^^iV^MO Ho 

t,9i0û4y3"< log — g- < 0,01622810, 

î? 949^^66 < log(i -i- /TiToX 0,0732050, 
1,9976616 < logd -H MToX 0,0038696. 

En remplaçant, dans le premier membre de l'inégalité 



(34) 
qu'il s'agît de vérifier, r, u, — ~ par leur valeur maxîma, 

c'est-à-dire r par a-f-D = 644i738, a par i,— ^j^par 

i,o382, puis, dans le deuxième membre, i + mTo, 
I -h MTo par leur valeur minima, c'est-à-dire i -h mT„ 
par 0,88987, et i H- MTq par 0,99463, afin de se placer 
dans le cas le plus défavorable, qui est celui auquel il 
suffit d'avoir égard, on voit que tout se réduit à vérifier 
l'inégalité 

6441738.394384. i,o382<io7..79r)3iiS%o, 88987.0, 99463 
ou 



IWÎ^ 



io«.6,44i738.Î^ÎH%^ I ,o382 < 7,99315.8,8987.9,9463 
ou, a fortiori j 




io».6,44i8. a,943JM ,o382< 7,9931.8,8987.9.9463. 

Substituant à cette inégalité, l'inégalité logarithmique 
correspondante et observant que : 1** 

/.6,44i8 = 0,8090072 
/.2,9439 = o,468923f 
l, I ,o382 = 0,0162810 

ce qui donne. .. 3,2942ii3 

pour le premier membre de la nouvelle inégalité, et, 2" 

^•759931 =0,9027162 

2^8,8987 = 1,8986532 

/.9,9463 = 0,9976616 

ce qui donne. . . 3,7990300 

pour le second membre, on voit que l'inégalité loga- 
rithmique est satisfaite et, par suite, que l'inégalité pri- 
mitive l'est aussi. 
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. Remarque, — Dans la démons Ira lion ou plutôt la vé" 
trifîcation qui précède^ ^i^ * supposé que les constantes my 
M, a, D, ^(«0^ — i) et Pq qui représentent respectlVe-* 
ment le coeHicient de dilatation de Tair, le coefficient 
de dilatation dû mercure,' le rayon terrestre, la hauteur 
de l'atmosphère, la demi-puissance réfractive et la pres- 
sion en un point de Tatmosphère situé à la surface de 
la terre dans les conditions atmosphériques normales, 
étaient rigoureusement définies par les relations - 

h*.' r .... 

,/nt = OyOo367i, M, = 0,000179, « = 6366738, ^ . 
D= 7^000, \{n'^ — i) i= 0,000294384, />'o = 7993, i48. 

Dé plus, on a regardé les logarithmes à sept décimales 
fournis par les Tables comme jouissant d'une manière 
absolument exacte des mêmes propriétés que lés loga- 
rithmes vrais ou. théoriques au point de vue de la sim- 
plification des calculs numériques. Or tout cela n'est 
vrai qu'approximativément, et l'on peut avoir des doutés 
sur l'exactitude de la conclusion à laquelle nous avons 
été conduits. Voici une manière de raisonner qui est 
entièrement rigoureuse. 
On peut loujourp poser 

/w< 0,003671, M < 0,00017901, <j^ -h D < 6441800, 

ainsi que cela résulte de calculs et d'expériences incon- 
testés. Cela étant, nous aurons d'abord 

I -h wTo> 0,88987, n-MTo> 0,994629, 
puis 



2 po 2 o?76 i-+-mTo n- MTq 

I ,1 



< 0,00029439, I ,o382 



0,88987 0,994629 



-/'o _ 



P = 7^ =/o(i + '^To) > 9993, 1 .0,88987, 

Po 

B. 4 
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et la relation ruoL<^p ou mieux (a -\-D)ol<C ^fi qu il 
s^agit de vérifier deviendra, en augmentant le premier 
membre et diminuant le second, 

64418.10» ^^54_5 < 7993,1. 0,8898710, 994629 

on 



io«.6,44i8.2,9439< 7,9931.8,8987.9,94629. 

Nous substituerons à cette inégalité Tinégalité loga- 
rithmique correspondante; seulement, au lieu décon- 
sidérer dans celle-ci les valeurs exactes des deux 
membres, nous prendrons une valeur approchée par 
excès dans le premier membre et une valeur approchée 
par défaut dans le second membre, ce qui suffira évi- 
demment. Or les logarithmes fournis par les Tables à 
sept décimales étant approchés par défaut ou par excès 
à moins d'une unité décimale du septième ordre, on a, 
la caractéristique L désignant les logarithmes théo- 
riques ou vrais, 1° 

L. 10*= 'À 

L.6,44iB < 0,8090073 
L. 2, 9439 < 0,4689232 
L. I ,o382 < 0,016281 I 

Ce qui donne 3,2942116 

pour la limite supérieure du premier membre de Pinéga- 
lité logarithmique, et 2*^ 

I--7î993i > 0,9027151 

9; L. 8, 8987 > 1,8986530 

L.9,9463> 0,9976615 

Ce qui donne 3., 7990296 

pour la limite inférieure du second membre de la même 
inégalité; on voit donc que l'inégalité logarithmique est 
satisfaite, et, par suite, que l'inégalité primitive l'est 
aussi . 



•.\v- 
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VU. — DÉTERMI^'ATIO^' DE TA VALEUR APPROCHÉE 

DE LA RÉFRACTION TOTALE. 

Nous allons enfin déterminer une valeur approchée de 
Tintégrale définie 

648000 r Vï-*-^*(ï— *)/ . ^\-\j 

J Si (i-+-2aw)* 
OÙ, pour simplifier, on a remplacé par e la ibnction 

I (1 — *)« tang»^a 

et qui exprime la valeur exacte de la réfraction totale R 
évaluée en secondes d'angle. 

On a démontré précédemment que e est posilîf pour 
toutes les valeurs de u et les valeurs coi*respondantes de 
s. De là il est aisé de conclure que Ton a 

I ■- 1 £ < (î H- e)" » < ï - -î-s H- Je^ 

En eflet, <p(s) étant uue fonction quelconque de e, et 
et Q' deux nombres positifs moindres que 1 , on sait que 

<p(s) = (p(o) -K <p'(6e)s 
et 

<P(e) = 0(0) -f* cp'(o)e + cp''(ô'e) i . 

A 

Faisons, dans la première égalité, 

_i , 

et, par suite, 

0(0) sera nul, ç'(e) sera positif pour s positif; donc 
©(e) sera positif, et Ton aura 



•»& 
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pour e positif. Faisons ensuite, dans la seconde égalité, 

«p(e) = (I -H e)"» — I 4- ie - |e*; 
d'où 

?'(e)=-{(i-+-er"''+i-îe 
et 

<j>(o)etç'(o) seront nuls, çp"(8'e) sera négatif pour s po- 
sitif; donc (f(t) sera négatif, et l'on aura 

(i-hÊ)"«<i — Je + fe* 

f 

pour € positif. Cela étant, si Ton pose 



648000 /* /i-f-2a(i — «) 

— ataDg^t ' 



x^ 

(i-4-2aa)« 



'0 (n-2aaV 

,/o (i4-2aa)« 



3 648000 ^ /*VT-+-2a(i — 5) 
. __atang;.«/ ^^ 



X 


i (i — ■Sri tani 


on aura 


R'<R<R'-f-R''; 


par suite, 


0<R — R'<R'; 


mais, 






I — s 




3 
(H-'2aw)* 



■§, 
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étant toujours moindre que i et 



I (i — sy 

l-h 20iU 



positif et toujours moindre que i — (i — sy<^2S^W est 
moindre que 

3 6480OO y , r\ j 

et, par conséquent, d'après ce qui a été démontré dans 
le paragraphe précédent, moindre que 

,648ooo i /8\« 

3 =--av/n-^ai ■£- j tang<>^a; 

on peut donc écrire 

(a) o<R-R'<3 54^a/7T^(|)\ang»^«, 

et tout se réduit à trouver des limites R', c'est-à-dire de 



648000 /•'/ 



7C 



a tangifa / "^ ^^ ^ I î tang'Za 1 du 



/i 8 

(i-+-2a)« 
(i-f-2att)^ 



€3ftt 



OU encore de 

648000 /•*v^i-+- 2a(i — 5) 



atang^a / ^^ — r" ( i tang* j?a I du 



(n-2a)«(i — 35^ 
1 

3 648000 , / (n-Aa)25î(i — I 



^U 
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Oi- ]a lioisièiuc de ces dornièrcs ÏHU'gralus usl tiioiiidru 

3 1 

que - -^-— a(i ■+■ aa)*tang»z„ / s'' (ht et, par couse- 

qucQl, moiiidie que 3^^ a(i -4- aa)' (|y\aiig-^2.,. Si 
donc on l'appelle A? après y avoir supprimé lo fadeur 



648000 , 

a tangua, 



TT 



nous aurons, en premier lieu, 

(7) o< A7<3(n-!2a)"M fij tangî<«a. 

Quant aux deux autres, elles se cléeomposent en h s six 
suivantes : 



f. 



3 

(i-+-2aw)'^ 



du = Al, 



' / 






Un^^Za I -^ 3 du = Ajj, 



2 f , _.^2 



(i-H'2aw)2 



■/ 






1 

== Ag, 



-^tangî^a / -^^ 4^" = 

^0 (l-+-2aM)2 

tang«^rt I ^ du = As, . 

. ,, . , , I I r 648000 ^ 

ou 1 on a supprime également le facteur --^^^ — alang:::^, 



( 4. ) 

La première de celles-ci est de la forme 



/ 



1 



elle peut donc être évaluée exactement, et, si l'on observe 

_l 
que (i -H aai/) - ^m est la différentielle par rapport h u 

de — -^^^ — — 7 on trouve 

a 

i 

(i-l-2a)* — i 1 a* 

Al s= ^^ =1 an ...; 

a 12, 

ce qui donne, âa étant moindre que i , 

I ï a* 
(i) 1 a<Ai<i an 

2 'À '1 

Â2 étant égal au produit de Ai par un facteur connu 
qui est ici négatif, les limites de A^ se déduisent immé- 
diatement de celles de A| et Ton obtient 

(■2) _itang'^„(i-?+|)<A,<-itang«;.„(,-f). 

Dans A3 la fonction de m, —^ > qui entre eu 

facteur sous le signe y, croît avec u et a par conséquent 

— /n-aa= — (ï-t-a h...) 

comme valeur minimum, et 

=— (i — 2aH- 4a* — . ..) 



i-f- 2a 



comme valeur maximum^ donc, Tautre facteur s sous le 
signe f étant toujours positif, on peut écrire 

--(i-f-a)/ s du <i X3<i~(i — 2 oi) I sdUy 
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ce qui donne, en remplaçant Tintégrale par sa valeur 
obtenue plus haut, 

(3) _(i-Ha)É< A5<— (i — -îa)^. 

. ■ . . . • 

....... . ^ . ^ ^ 

A4 étant le produit de A, par — ^tang-^^? on a en- 
suite îminèdiatement 

3 f . . ' . 3 I " ■ 

(4) (i— 2«). ^ - tang2^a< A4<(i-ha)'£ -tangs^al 

Ag , qui est comme A ^ de la forme i i {ii) rfu, rentre dans 
le type des quadratures ordinaires^ on peut l'évaluer 
exactement et, si l'on observe que (i-4-2aM) ^du est la 

didérentielle par rapport à w,d^— - ^ r — - — » on trouve 



; ) 

% ■' ■■■.-■■ " •■ . 



ce qui donne, 2 a étant moindre que i , 

(.5) , i Ung^^.a (' -^ ^ — |-) < ^^< ; tangî^a ( I -H 



a 
2 

3 



Enfin, dans Ae, la fonction de m, '- — — ^j qui 

(i-h2aw)* 
entre en facteur sous le signe y, est croissante avec u et 
a par conséquent 

3. 

— (i-+-2a)î=— (i-h3a-+-|a2.,.) 

pour valeur minimum, et 

I -+• 2 a ^ ^ 

pour valeur maximum; donc, Taulre facteur 5 sous le 
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sigtie f étant toujours positif, on peut écrire 

■ ■■'■■ . < A6<— -tang«^a(3 — 6a) f sdu, 
ce qui donne. 

(6) : ^ N ■ Q 

I <A6<— ^tang«^a(3 — 6a) ^. 

Ajoutant maintenant, membre à membre, les inégalités 

(i), (a), (3), (4)? (5), (6) et (7), après avoir rétabli 

partout le facteur — a tang^^^ et posant, pour abréger, 

. 6{8ooo r a / /a /\ .1 

-^ atangz. |^,-.-^ + (^---.j tang^^.J = r, 

648000 



X 
648000 



a tangua 



[a^-h/^la^-^iiaê -f- ? «2 Ê^itang^^al = §» 
La\3 a2a/2°J 



I 



a tangua 



il vient 

r — 8<R'<r-H8', 
d'où 

(6) . _a<R'-"r<8'. 

Ajoutant encore, membre à membre, les inégalités (a) 
et (A), on trouve enfin 

-^1, ^>r 3.648000 / /3\î 

— o<R--r<oH a/i -}- *2a 1 - j tangs^^, 

et Ton voit que la valeur absolue de la diiïérence R — r 
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est moindre que le plus grand des deux nombres positifs 

et 



^, , 3.648000 



J8000 / /Û\« . j, 

av'i -t-aa I i- j lang»^a==o> 



8'' 



lequel nombre a dès lors besoin d'être fixe, puisque 
c'est le seul dont nous ayons h tenir compte. Or, lorsque 
tangZtf est très grand ou Za très près d'un droit, on a évi- 
demment S << S''^; et l'on s'assure qu'il en est toujours de 
même, quelque soit Za^ en faisant voir que Ton a 

^a«-+-4a^ -f.5a«2 < 6(1 -f-9.a)« /êV, 
3 a 2 a ^ \a/ 

ce qui est presque évident, car T inégalité 

«-+-D< &, 
a 

vérifiée dans le paragraphe précédent, entraine la sui- 
vante, a <^ -j et celle-ci donne 

Ainsi, en résumé, /', c'est-à-dire 

648000 r a 8 . /a 3\1 

-^ atang^. [i---^ 4- tang«^« (^- - ^ ) J , 

représente une valeur approchée en plus ou en moins 
de la réfraction totale R, avec une approximation mar^ 
quée par 

648000 \ a* P r ? /./ xi/p\n 1 
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En déterini liant, coiuuuî on vient de le fuicoy une 
limite 8" de rerreur que Ton commet lorsqu'on remplace 
la réfraction vraie R par la quantité /* <|ue nous avons 
choisie pour sa valeur approchée, on a seulement pré- 
paré la solution du problème, seul utile dans les appli- 
cations, qui a pour but de fixer les conditions sous les- 
quelles il faut opérer pour que l'approximation obtenue 
soit de l'ordre des grandeurs négligeables. Occupons- 
nous maintenant de ce qui reste à faire à ce sujet. 

Reprenons l'expression de l'erreur 8" et écrivons-la 
ainsi 

o" = Atang«^rt-i- B'tang»^a+ B'tang'^a-H Gtang^s^* 
en posant 

A. 

3 . 648000 



(8000 / /p\» . 

3J548O0O 7 a , 

— * /• * " — " > 



3.648000 



3.648000 g/ _^ P\ C 

11 6 \ a/ 

Les coedicients A, B, IV, C dépendront des quan^ 
tités a et p ou de Hq et To, et varieront par consé- 
quent avec Tétat atmosphérique à l'instant et au lieu 
de l'observation. Cherchons les plus grandes valeurs 
qu'Us puissent prendre, et d'abord les plus grandes va- 

leurs que puissent prendre a et - en s'imposant, bien 

entendu, les conditions aux limites 

o,63<Ho< 0,789; — 3o<To<5o 

admises plus haut. 
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Toutes les notations et toutes les hypothèses dont on 
a fait jusqu'ici usage étant conservées, on sait que 

| = />'o(i-+-'^To); 
d'où, quels que soient Ho et To, 



_^ 2,9439 , -OR., 10 10 



Désignant donc par la caractéristique L les logarithmes 
théoriques et par la caractéristique / les logarithmes 
tabulaires, de sorte que Ton ait, pour un nombre quel- 
conque N, 

• L.N i- < /.N < L.N -t- A 

lO^ lO' 

et 



il viendra 



10' 10^ 



L.« < L. 2, 9439 — 4 -4- L. I ,o382 H- 2 — L. 8, 8987 — L. 9, 9463 

< /. 2,9439 — /.8,8987 — /.9,9463 — 2 -4 -^ 

10 « 



et 



L.^<L.i,2555--3h-L i,i836 

< /.i,2555-i-/.i,i836 — 3-4- A:; 



mais les Tables de logarithmes donnent, como^e on Ta 



déjà vu, 



donc 



et 
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/.2,9439 = 0,4689231, 
/. I ,o382 = 0,0162810, 
/.8,8987 = 0,9493266, 
/.9,9463 =0,9976616,. 
/. 1 ,2555 = 0,0988167, 
/. ! , i836 = o,o732o5o ; 

L.a< 4,5382x63 



l£<3, 17202 19; 



par consécjuent. 



/.a < 4,^382164 et /. - <3, 1720220, 

3 

a*< 0,00034532 et -<o, 0014861. 

' a ' 



Connaissant une limite supérieure de a et une li- 
mite supérieure de— > on en déduit sur-le-champ une 
limite supérieure de chacun des nombres 



i-^2a, -a, ^a=aH--a, a-H4i-, 

6 6 6 a 



qui entrent en facteurs dans A, B, B', C, et Ton trouve 



i-h 2a < 1,0007, 

a 5,7554 

7 < 0,000057554 = -^^-r^> 

o 10* 

7a ^ / OQ 4,0288 

V < 0,00040^88 = * ■ , 

6 ïo* 

4|< 0.006.898 =5.^«; 



( 'i« ) 

(l'mi 

L(i -+- 2a)< o,ooo3o4, 

L /iH- 2 ï < o , OOO I 5'>., 

1 

L(i -i- 2a)* < o,ooo456, 

L - < 5^76007)6, 

L^<î,6o5i7>8, 

L(a-+- 4 |)< 3,7986369. 

Observant encore que-^^ est compris entre 20626 'î 

et 206265, on a 

3.648000 ^o Q r 0/-0 /-o^ir e3»4V3*>. 

a < 618795.0,00034332 = 6,18795 X io5 



* ' 



mais on a vtt plus haut que L. 3,4^32 est inférieur «1 
0,5382163^ crailleurson trouve 

L.6, 18795 < 0,7915470, 

donc 

3.648000 
L a < 2,3297633. 

Tout ceci étant posé, il en résulte 

_ . ^, 3.648000 , /?\* 

L.A< L ^ a/i -haa ( i- 

^ - 3.648000 I - , ^ _ 3 

<L a-+- -'L(H-2a)-+-2.L ^ 

iT 2 a 

< 2 , 3297633 + o , 000 r 520 -+- 6 , 34404 38 

ou 

L.A< 1,6739591. 

Puis 

TT O a 1Z o CL 

< 2,3797633 -f- 4,6o>i758 H- 3,r7'^.o2i9, 
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ou 

L.B'< 4,1069610. 

Puis 

L.B"=L.A(i-h'2a)=L.A-+-L(i-f-2a) 

< 4,6739 jQi -4- o,ooo3o4o; 

ou 

L.B'< 4,6724731. 
Et enfin 

,..0 = 1.3.648000 «/_^?y 

^- 3.648000 _ a . / a\ 

< L a-HL-4-L(a-h4i-) 

1: 6 \ a/ 

< •;», 3297633 -4- 5,7600756 -4- 3,7986369 
OU 

L.C< 5,8884758. 

Les calculs qui précèdent font connaître, par leurs 
Iogarilliuies,des nombres respectivement supérieurs à 
toutes les valeurs que prennent les quatre coefficients 
A, B, B'^ C lorsqu'on donne à la hauteur barométrique Ho 
et à la température T© tous les systèmes de valeurs que 
nous sommes convenus de considérer. Supposons main- 
tenant qu'on ait substitué ces nombres aux coefficients 
A, B, B', G eux-mêmes dans Texpression de Terreur 8" : 
celle-ci deviendra une fonction de la seule distance zéni- 
thale apparente Za^ et cette fonction, qui se réduira à 
une fonction entière et impaire de lanigZay à coefficients 
positifs, pourra prendre toutes les valeurs depuis zéro 
jusqu'à Tinfiui, en variant d'ailleurs dans le même sens 
que tangua ou Za] donc quelques essais suffiront pour 
déterminer une valeur de Za^^ telle que cette valeur et 
les valeurs moindres donnent pour Terreur 8^^ des ré- 
sultats de même ordre que les quantités considérées 
comme négligeables, ce qui est le but que nous voulons 
atteindre. Entrons à ce sujet dans quelques détails. 



( '^o ) . 
Prenons pour valeur maximum do Za^ -«= 80". 
Les Tables de logarithmes donnent 

/tang8o«= 0,7536812; 
d'où 

Ltang 8o"<o,7j368i3, 

L tang» 80° < 2,2610439, 

Llang5 8o'»< 3,7684065, 
donc 

L. A tang»8o«»< 3,7684063 -+- 4,6739591 = 0,44*23656; 

d'où 

Atang5 8o°< 2,7693. 
Puis 

L.B'tangS8o'< 2,2610439 -h J, 1069610 = 2,3680049; 

d'où 

B'tang38o*'< 0,023335. 
Puis 

L.B"tang*8o°< 2,2610439 -4- 4,6742731 = T, 9353170; 

d'où 

B'tang38o°< 0,086162. 

Puîis 

L. G tang 8b''< 0,7536812 -h 5,8884758 = Î,642i57i; 

d'où 

G tang 80** < 0,0004387; 
et enfin 

« 

o''< 2,7693-4-0,023335 -h 0,086162-+- 0,0004387 < 2,88, 

OÙ l'unité est la seconde d'angle. 

Cette erreur S" commise sUr la réfraction R quand on 
considère celle-ci comme égale à r est sensiblement su- 
périeure à celle des observations même les plus mé- 
diocres 5 nous la regarderons comme insuffisante, ce qui 
nous obligera h abaisser la limite de Zft que nous avions 
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prise égale à 80". Faisons donc en second lieu rr^^^ 70'* : 
nous aurons 

LlarigZa ^ /.tang 70*» ^ 0,4389341; 
d'où 

L.tang 70° < 0,4389342, 

L.tang3r,oo< 1,3168026, 

L.tang» 70° < 2, 1946710; 
donc 

L.A tang3-o°< 2,1946710 h- 4,6739591 = 2,86863oi; 

d'où 

A langs 70° < o , 073898 . 
Puis 

L.B'tang37o°< 1,3168026-^4,1069160 = 3,4237636; 

d'où 

B'tang3 7o°< o,oo26532. 
Puis 

L.B*lang3 70*'< i, 3 1 68026 -+- 5,6742731 = 3,9910757; 

d'où 

B'lang3 7o°< 0,0097967. 
Puis 

L. G tang 70" < 0,4389342 -4- 5, 8844758 = 4,3274100; 

d'où 

Gtang 70" < 0,00021253, 
et enfin 

0" < o , 073898 -h o , 0O26532 

-h 0,00097967 -h 0,00021253 < 0,087. 

Cette erreur est à peu près celle qui se rapporte aux 
observations les plus parfaites : nous ne pensons pas 
qu'il soit nécessaire d'exiger qu'elle soit atteinte à 
cause de la grande étendue des distances zénithales que 
la condition Za<C 70'* obligerait d'écarter. Il vaut mieux 
augmenter la valeur maximum de Za-, poser par exemple 
B. 5 
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Za<C']^^^ ce qui laissera encore 2" sufHsammeiil petit, 
comme on va le voir. Nous avons ici 

par suite 

/.tang^a< /.tang75'* = o, 5719475, 

L.tang75°< 0,5719476, 

L.tang375'»< 1,7158428, 

L.tang«75'»< 2,8597880; 

(loue 

L.Atang875"»<a,859738o-f- 5,6739591=1,5336971 ; 

ou 

Atang*75»< 0,34175. 
Puis 

L.B'tang3 75'»< i ,7158428 -h î, 1069610 = 3, 8228038; 

d'où 

B' tang3 7 ')''< 0,0066498. 

Puis 

L.B''tang3 75"< i ,7i584'>^8 + 4,6742731 = 2,3901 iSq; 

d'où 

B"tang375''< 0,024554. 
Puis 

L. G tang75°< 0,5719476 -h 5, 8884758 = 4, 4604234; 

d'où 

G tang75*'< 0,00028869, 
et enfin 

o''< 0,34175 -1-0,0066498 + 0,024554 + 0,00028869 < o'',3733, 

c\^st -à-dire une quantité suffisamment petite pour la 
plupart des cas. 



( 53 ) 
§ VIII. — Simplification du calcul des valeurs 

APPROCHÉES r DE LA RÉFRACTION TOTALE R, POUR 
LES DIFFÉRENTES VALEURS DE H© COMPRISES ENTRE 
0,63 ET 0,794 ET LES DIFFÉRENTES VALEURS DE T^ 
COMPRISES ENTRE 3o® ET 5o*^. 

Soient /'' el r" deux valeurs de r correspondant à 
une même valeur de la distance zénithale Za et à deux 
systèmes différents HJ, et T^, H'^ et TJ de valeurs de la 
hauteur barométrique et de la température au moment 
et au lieu de Tobservation, ces deux systèmes de valeurs 
satisfaisant, bien entendu, aux conditions limites con- 
venues. 

Nous aurons d'abord, comme on sait, 



, 648000 , r a', , X P'/ . xl 

= — - — a'tang^Sa H--(tangî^a— i)— £.(tang«^«-i-i) , 
TC L 2 et J 

-—a' tangua i-h— (tang«^a — i)— ^(tang«^a-4-i) , 



r 

648000 



r" = 



avec 



h: 



'^ - 2 ^'''' ^ 0,76 1 -h mT'o I -h MT'o ' 



a 



jo'o{i-4-mT'o), 



ï=yo(i-+-MT;). 



Reirauchons membre à membre de l'équation qui déter- 
mine r" celle qui détermine /•' préalablement multipliée 

par 

h; rj-_mT'o i -f- MT ; _ o^ 

h; i-f-mT; i-i-Mt; ~ a'' 
il viendra 

r = r, H- , 



1 
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en posant, pour abréger, 

h; i + mT-Q I + MT; _ 

h; i-t-mT; 1-hMT; ~ * 

ci 

^4?^ a"tang^. [l (a'- a') (tang«.-« - ,) 

TU L^ 

cela prouve que /'^ représente une valeur approchée en 
plus ou en nioîns de z*", avec un degré d'approxîmatîou 
marqué par la valeur absolue de 5''', et que s*il est permis 
de regarder cette valeur absolue comme étant de l'ordre 
des grandeurs négligeables, la valeur numérique de /', 
égale à celle de j'\ , se déduira de celle de z*' par un calcul 
très simple. 

Cherchons donc une limite supérieure de la valeur 
absolue de l'erreur ù^^^ et d'abord une limite supérieure 

des valeurs absolues des deux dilTérenccs — ? 



a a 



a"— a'. 



Appelons 8Ho et oTo les valeurs absolues des diffé- 
rences H^ — H'p, T'j — T',, en sorte que l'on ait 

H; = Hi±8H„, t; = t;±sto, 

et écrivons les égalités 

| = ;7'o(n-mT„), 

I . .« . Ho I I 



^=-('*'o'~0 



'2^ ** '0,76 I -+-/?! To i-i-MTo 

qui définissent les valeurs générales de - et de a, la pre- 
mière nous donnera immédiatement 

dz ~ = o'o oTo< 0,0012555 m oTo. 

a 

Le signe du premier membre étant celui (jui le rend 
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positif, la seconde ou plutôt la suivante 

La = Li(/ii*-i)-hL^— L(i-t-mTo)~L(i-f-MTo), 
a 0,76 

qui s'en déduit, en prenant les logarithmes népériens de 
ses deux membres, donne 

La*— La'= LH; — LH'o — [L(i -H mT'; ) — L(i -H wT'o )] 

-[L(i^Mro) -L(n.MT'o)]; 

par suite, d'après le théorème connu sur les accroisse- 
ments des fonctions, 

g'^-g^ _ h; -^ h; _ m(Ti-T,) _ M(t;-t;,) 

a'" - h: i-f-mT'; i + MT;,^ ' 

a''' étant un nombre compris entre a' et a'', par consé- 
quent moindre que la limite supérieure de a que nous 
avons trouvée plus haut égale à o,ooo34332, H'J un 
nombre compris entre H'^, et H'^ et, a fortiori^ entre 
o,63 et 0,795; enfin, T'^' et Tj des nombres compris 
entre T'^ et T^ et, a fortiori, entre — 3o et 5o, ce qui 
donne 1 -j- wT|J compris entre 0,88987 et 1,1 836, et 
I -4-MT'J compris entre 0,99463 et 1,00895; de là on 
conclut 

± (a"— a'X 0,00034532 —-r H H -— U 

^ ' ^ \o,63 0,88987 0,99463/ 

le signe du premier membre étant celui qui le rend 
positif. 

Connaissant une limite supérieure de chacune des 

différences (J! — «S — — — > prise en valeur absolue, il 

suffit de les associer avec les valeurs maxima de — ? 

a'', Za qui sont respectivement 206265, o,ooo34532, ^5" 
B. 5. 
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et Ton trouve pour la limite de reireur 8"' 

8'"< 206265.0,00084532 1 0,00034532 

co8 3o^ / qHq m§To M CTp \ 

X tang75 c^s,„5o(^o (33 "^ 0,88987 "^ 0,99463/ 

-+- 206265.0,00034532 X ^—Fl ^ ^^0 

eus / J 

ou, pour abréger, 

\o,63 0,88987 0,99463/ 
v.n posant 

a c^fc a/;:Q ^ ^^ o/co tanf^75° COs3o° 

2o6265.o,ooo3l!)32*- 0,00034532 • , ^^ = P, 

' * 2 ' ces* 75** 

206205.0,00034532 J~- = Q. 

Mais si dans P ou remplace 206265 par 3.206265 et 
■J7 0,00034532 par ^0,00034532, la plupart des facteurs 
tjui entreront, soit dans P, soit dans Q, seront compris 
parmi les nombres qui ont déjà figuré dans les calculs 
numériques du paragraphe précédent, sous la dénomina- 
tion de -^— > a, - > -^ et dont les loearîthmes sont 

Tc ' 6 apQ ^ 

respectivement 

5,7915470, 4, 5382163, 5,7600756, 3,0988168; 

qiiaiil aux facteurs 

tanff75<> tanfir75**cos3o° ^ ^^ 

— ?^> — or» > 206265, 

cos*75° 005275° ' 

dont il n'a pas encore été question, on trouve sur-le- 
champ, 

L.tang75*» < 0,5719467, 

L. 00375° < 1,4129961, 

L.cos3o° < 1,9375307, 

tang75** 



008^75* 



< 1,7459554, 



^^tang750cos3o- 

C0S*7D** 

L. 206265 <5',3i44i5o; 
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doue on a 

L.P < 2,3297633 ■+■ 5,7600756 -+- 1 ,6834861 =T, 7733250, 

L.Q < 5,3i44i5o -4- 4,5382163 

3,0988168 -H 1 ,7459554 = 0,6974142. 



Les calculs qui précèdent font connaître par leurs 
logarithmes des nombres respectivement supérieurs 
aux valeurs des coefficients numériques P et Q. Mais 
la connaissance de ces noaibres ne suffit pas pour 
donner immédiatement la valeur limite de 8''', ce qui 
est le seul résultat utile. Cela tient à ce que 8'^' dépend 
des différences 8H0 et 8T0 dont on n'a pas encore fixé 
les valeurs et que Ton sait seulement devoir être assez 
petites pour que 8''', qui en est une fonction linéaire et 
homogène, soit de Tordre des grandeurs négligeables, et 
en même temps assez grandes pour qu'on n'ait à consi- 
dérer qu'un petit nombre de groupes de deux états 
atmosphériques répondant aux valeurs H'^^, T'^, et H'^, 
T; de Ho, To. 

Or, après quelques tâtonnements qui se présentent 
d'ailleurs d'eux-mêmes, on reconnaît que le but est 
atteint en posant 

8Ho^o,76 — 0,63 = o, i3 > 0,789 — 0,76 

et, en même temps, 

8Tof 2o^ 

En effet, m et M étant respectivement moindres que 
0,008671 et 0,000179, nous aurons 

~ < ^ <o,2o635, m 8To< 0,07342 = ^^, 
/n8To 7,342 M8T0 o,oo358o 3,58 



0,88987^8,8987.10' o,99463^ o,99463 9,9463.103 



d'où 



8Ho 
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< L.2,o365 — I <T, 3 146046, 



Ho 
L.m STo< L.7,342 — 2 < •I,8658i45, 



M8T0 



pui 



s 



< o,8658i45 — 0,9493265 — I = 5,9164880, 

.__ <L.3,58 — L.9,9463-2 
0,99463 

<o, 5538831 — 0,9976615 — 2 = 3,5562216, 



Ha Ho 

<î, 7733250 -H ï, 3 146046 =7,0879296, 
d'où 



P^< 0,12245. 



Puis 



L.P-^L^=L.P + L '^^'^^ 



0,88987 0,88987 

<ï, 7733250 -H 2,9164880 = 2,6898130, 

d'où 



Puis 



^ m ôTo ^ ,0 r 



L.P-ME» =L.P^-L^^T« 



o, 99463 o, 99463 

<7,773325o -H 3 ,5562216 = 3, 3295468, 
d'où 

P-^^'^<o»<>«^^358. 
o, 99463 

Puis 

L.Qm8To=L.Q-i-L/w8To 

< 0,6974142 + 2,8658145 =T, 5632287, 
d'où 

Q m 8To< 0,36579; 
et enfin 

8'"< 0,12245 + 0,048957 -4- 0,0021 358-1- 0,36579. 



/ 
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Celte erreur ajoulëe à celle qui a été déjà commise en 
prenant r au lieu de R et que l'on sait être moindre 
que 0,37323 donne 0,91256, c'est-à-dire une quantité 
inférieure à i'' d'angle; nous conviendrons de regarder 
cette erreur totale comme une quantité négligeable, 
quoiqu'elle soit sensiblement supérieure aux erreurs des 
observations actuelles. Gela posé, voici la marche qu'il 
convient de suivre pour obtenir la réfraction correspon- 
dant à un état atmosphérique quelconque que nous re- 
garderons comme celui auquel se rapportent les valeurs 
H'^, T'Jj de Ho, Tq. Considérons les trois états atmosphé- 
riques que nous appellerons fondamentaux et pour les- 
quels ou a respectivement 

Ho=o,76, To=-3o^ 
Ho =0,76, To= 10"; 
Ho = 0,76, T'o= 5o% 

et évaluons directement la réfraction /• relative à chacun 
d'eux au moyen de la formule générale 

648000 r a 3 /a S\ ,1 

Regardons ensuite successivement chacun de ces trois 
états atmosphériques comme étant celui qui a été défini 
plus haut par les valeurs HJ,, T'^ de H© et de Tq. Si Ton 
choisit le premier, on voit que' la réfraction cherchée /•'' 
pourra être calculée par la formule 



r = Tj = r 



h; I — 3om I — 3oM 



0,76 i-hmT; i-hMT;' 

toutes lesfois queT'^^ sera compris entre — 3o et — 10, 
H'^ étant d'ailleurs quelconque ou plutôt compris entre 
o,63 et 0,789, car les dilïérences H"q — H'^ et T'^ — T'^^ 
satisferont bien aux conditions 

±:(n;-H;)=8Ho<o,i3, ±:(T;-T;) = aTo -■.^.o. 
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Si Ton choisit le second état atmospliérique, on aura 

-_ , Hq ï-Hiom i-hioM 

pourvu que T'^ soit compris entre — lo et 4- 3o. 

Enfin, si Ton choisit le troisième état atmosphérique, 
celui pour lequel on a T'^^ = 5o, on aura 



r'= /• 



' ^0 '-^-^o^^ i-h5oM 
ÔTtG n-mT'o I -4- MT'Ô ' 



pourvu que T^ soit compris entre 3o° et 5o". 

Ainsi, quelle que soit la valeur de T'^ entre — 3o 
et 5o et la valeur de H'^ entre o,63 et 0,789, la réfrac- 
lion cherchée i'^' pourra être calculée au moyen de la 
formule 

cl le résultat sera obtenu à moins d^une seconde près 
en plus ou en moins. 



( Extrait des Nouvelles Annales de Mathématiques, T série, t. VI ; 

juillet, août et décembre 1887.) 



( ^>I ) 



ERRATA. 



Page 10, ligne 6 en descendant, au lieu de le moyen le plus simple, 
lisez révaluation la plus simple. 

Page i6, ligne 3 en descendant, entre fondamental et des projec- 
tions, intercalez de la théorie. 

Page 26, lignes 2, t\y 8 en remontant, et page 36i, ligne 4 ^n re- 
montant, au lieu de 7998,147, lisez 7998,148. 

Page 26, ligne 9 en remontant, après lequel poids, ajoutez rap- 
porté à Tunité de volume. 

Page 27, lignes i4 et 16 en remontant, au lieu de 7998,15, lisez 
7993, i48. 

Page 3o, ligne 2 en descendant, supprimez la diviser par sin i" ou 

et remplacez 206265 par ~ 

Page 3o, ligne 4 cïi descendant, rem,placez 206265 par — î • 

ic 

Page 88^ ligne i3 en remontant, et page 34, ligne 8 en descendant, 
au lieu de 10^.799815, lisez lo*. 7998148. 

Page 38, ligne 4 en remontant, au lieu de 1,9185498, lisez 
T,9i8523o. 

Page 34, lignes 10 et 12 en descendant, au lieu de 2,9^89, lisez 
2,94384. 
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